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1. Dimostrare che se ¢ =, b allora MCD(a,b) = MCD(a,c).

Sia d := MCD(a,b) e d := MCD(a,c). Per ipotesi a | (¢—b) cioe Ih tale
cheah=c—b< c=ah+b. Quindid|a,d|b=d| (ah+b) = ¢, percid
d|d'. Viceversa: ah =c—b< b=c—ah. Quindid |a,d |c=d |,
percio d' | d. Quindi d =d'.

. Sia p primo e k # 0,p. Dimostrare che p | (2’) Dedurre che (z + y)? =,
P + yP.

Sia a == kl(p — k)!, b:=p!, c:= (}). Per quanto visto a lezione ¢ = b/a &
un numero intero. b = ac. Inoltre p | b = ac ma, dato che k # 0, p, pfa.
Per il lemma di Euclide p | c.

(@ +y)? = 30—y (R)akyr=F = aP 4+ y2 + Y07 (D)akyr=F =, a? + yP.

. Dimostrare che esistono infiniti numeri primi della forma 6k+5, con & € N.

A parte 2, 3 tutti i numeri primi sono della forma 6k+5 o 6k + 1 al variare
di k£ € N. Osserviamo poi che prodotti di numeri della forma 6k + 1 sono
numeri della stessa forma: (6k 4+ 1)(6h + 1) = 36hk +6(h + k) +1 =
6(6hk +h+k)+1

Supponiamo che i numeri primi della forma 6k + 5 siano in numero finito,
p1 = 5,pa2,...,Pp. Siconsideri a := 6py - ... p, + 5. Tale numero non ¢
divisibile né per 2 né per 3 né per 5 e, per l'osservazione, non puo avere
tra i suoi fattori solo primi del tipo 6k + 1. Quindi 3 2 < i < n tale che
pila; assurdo.

. Scrivere 1153 in base 9, 2781 in base 5 e (103)7 in base 10.

1153 =9-128 +1

128 =9-1442
14=9-145
1=9-0+1

percio 1153 = (1521)g.

2781 =5-556 + 1
556 =5-1114+1

111=5-22+1
22=5-442
4=5-0+4

percio 2781 = (42111);.



(103)7, =1-7*+0-7+3-7° =49 + 3 = 52.
5. Risolvere le seguenti equazioni congruenziali:

7X =4 mod 19;
18X =5 mod 51;
18X =6 mod 51;
82X =174 mod 13.

(a) X =6 mod 19, ovvero 'insieme delle soluzioni ¢ {6 + 19h|h € Z};
(b) dato che MCD(18,51) = 3[5 allora ’equazione non & risolubile;

(¢) Vequazione ha tre soluzioni modulo 51: 6,23,40, ovvero linsieme
delle soluzioni & {6 + 17h|h € Z};

(d) T'equazione & equivalente a4X =5 mod 13 che ha un’unica soluzione
modulo 13: X = 11. L’insieme delle soluzioni quindi ¢ {11+ 13h|h €
Z}.

6. Dimostrare che 2107+ + 19 & divisibile per 3 per ogni n € N.

Lo si potrebbe dimostrare per induzione, come gia visto per casi analoghi
in altre esercitazioni. Avendo ora, pero, nuovi strumenti & preferibile
ragionare nel modo seguente: 21971419 =5 2((22)5")+1 =3 2(15")+1 =3
241=50.

7. Dimostrare che vi sono infiniti numeri composti del tipo 10™ + 3 (con
n € N).

10=3 mod7. 102 =2 mod7. 103 = -1 mod 7. 10* = -3 mod 7.
10° = —2 mod 7. 10° =1 mod 7. Percio 10*+%" = —3 mod 7 per ogni
h € 7 e quindi, per ogni h € Z, 10*+6" +3 =0 mod 7, i.e. 7| 10%+6" 4 4.



