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1. Dimostrare che le leggi distributive dell’'unione rispetto all’intersezione e
dell’intersezione rispetto all'unione valgono anche per famiglie arbitrarie
di insiemi. Ovvero, dato X insieme, A € P(X) (i.e. A C X), F famiglia
arbitraria di sottoinsiemi di X (i.e. F C P(X)), dimostrare che:

—~

a) (NperB)UA=pcr(BUA);

(b) (UgerB)NA=Upgcr(BNA).

(a) Proveremo lasserto per doppia inclusione, cioé faremo vedere che
(Nper B)JUAC Nger(BUA) eche (Nger B)JUAD Nper(BUA):
C) Se x € ((gesr B) U A allora, per definizione di unione insiemi-

Y]

stica, © € ((ger B) oppure z € A (ATTENZIONE: qui e nel
seguito, se non detto altrimenti, gli “o” e gli “oppure” andranno
sempre intesi nel modo inclusivo “o/e”; in simboli: V).

Se v € (Npes B) allora VB € F,z € B, quindi VB € F,x €
BUA, dacuiz € \ger(BUA).

Se z € A allora VB € F,xz € BU A, da cui nuovamente la tesi.

Se x € (\ger(BUA) allora, per definizione di intersezione insie-
mistica, x € BU A per ogni B € F.

Distinguiamo i due casi x € A e x ¢ A. Se z € A allora ovvia-
mente z € ((\zer B) U A. Se x € A allora, dato che z € BU A
per ogni B € F, necessariamente x € B per ogni B € F, percio
x € (\ger B, da cui segue nuovamente la tesi.

Anche in questo caso proveremo l'asserto per doppia inclusione, ma,
cercando di essere piu concisi. In particolare notate che le frecce <=
dimostrano O, mentre le frecce = dimostrano C:

v € (UperB)NAw v eclUperBerec As vec AedBy €
Fte x€By< dByeFte x€ByNAszeJgepr(BNA).

2. Siano A, B insiemi. Dimostrare che:

(a)
(b)
()
)
)

a) AU(B\A)=AUB
b) AN(B\A) =0

ANVA=0; A\D=A
(d) A\ (A\B)=ANB
() A\B=A\(ANB)

Tutte le uguaglianze si dimostrano per doppia inclusione, come abbiamo
visto nel corso dell’esercitazione.



3. Sia X insieme, A C X, F C P(X). Dimostrare la seconda legge di De

Morgan, ovvero:
A\ ) B= [ (4\B).
BeF BeF

Dimostreremo la seconda legge di De Morgan in due modi diversi.

(a) Per doppia inclusione, come di consueto:

r€A\UperBeorecAex g UperB & x€ Aex ¢ B per ogni
BeF e axcA\Bperogni BeF & xc(\gep(A\B).

(b) Usando la prima legge di De Morgan (DM1 - ie. A\ (\gcrB =
Uper(A\ B)) lesercizio 1 (ES1) e i punti (d) e (e) dell’esercizio
precedente:

A\Uper B = A\ (ANUper B) ="' A\ (Uper(ANB)) =
AN\ (Uper A\ (AN B)) =PML AN (AN (Npep(A\ B) =D An
(ﬂBe]—‘(A \ B)) = ﬂBef(A \ B)'

4. Descrivere esplicitamente P({1;2}) e A := P(P(P(0))). Dire poi se le
seguenti affermazioni sono vere o false:
(a)
(b) 0 < {1 2}
() {1;2}nP({1;2}) = {1;2}
(d) 0 e 4
(e)
(f) {0} < A
(g) {{{0}}} < A

P({1;:2}) = {0, {1}, {2}, {1;2}} e A = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.

5. Per ogni t € Ry si considerino gli insiemi A4; := {z € Q t.c. |z — V2| <
t} CQeB; :={z €R t.c. |x—+2| <t} CR. Determinare esplicitamente
Ut€R+ Ay, Ut€R+ By, nte]lh A, nte]lh B.

Notare che A; = B; N Q.
Ut€R+ By =R. Ut€R+ Ay = UteRJr(Bth) = (UtER+ B)NQ=RNQ=Q.



MNier, Bt = {V/2}, infatti chiaramente V¢t € R* /2 € B; e inoltre se
x # /2 allora |z — /2| #0, ie. [z — /2| € Ry, e quindi = ¢ B,_ s da
cul x ¢ ﬂt€R+ B;.

Mier, At = (Mier, Br) NQ =0, dato che V/2 & irrazionale.

. Siano X := {1;2;3} e Y := {1,2}. Descrivere esplicitamente YX :=
{f applicazione |f : X — Y} e XY := {g applicazione |g: Y — X} e dire
quali tra le applicazioni individuate ¢ iniettiva o suriettiva.

Introduciamo le seguenti notazioni:

siano ai,as,as,b1,bs € N, 1 < ay,as,a3 <2 e 1 < by,by < 3. Definiamo
far,a2,a5 COME fo, ay.as * X — Y tale che per i = 1,2,3, fo,.45.05(0) == a;
e definiamo gy, p, come gp, b, : Y — X tale che per i = 1,2 gy, 1, (4) := b;.
Quindi, ad esempio, f12,1 ¢ la funzione da X a Y taleche 1+— 1,2 —1,
3—1, e gs33 ¢ la funzione da Y a X tale che 1+ 3 e 2 +— 3.

YX = {fl,l,lvfl,l,Qafl,Q,laf1,2,27f2,1,17f2,1,27f2,2,13f2,2,2} = {fi,j,k‘|1 S
i,j,k < 2}. In particolare fi 12, f1,2,1,f1,2,2, f2,1,1, f2,1,2, f2,2,1 sono su-
riettive. Ovviamente non vi possono essere funzioni iniettive da X a
Y.

Y . . . .
XY =1{91,1,91,2,91,3, 92,1, 92,2, 92,3, 93,1, 93,2, 93,3} = 1gi,511 < 4,5 < 3}
In particolare le g; ; con i # j sono iniettive. Ovviamente non vi possono
essere funzioni suriettive con dominio Y e codominio X.



