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Soluzione 1. (i) Per le proprieta del logaritmo abbiamo che In(1 + %) =

In(Zl) = In(z 4+ 1) — Inz. Applico il teorema di Lagrange alla funzione
f(z) = Inx nell'intervallo [z, z + 1], quindi 3 £ € (z,x + 1) tale che

1
In(z+1)—In(z) = f/(2)(z +1—1x) = ¢
Poiché z < £ < x + 1 allora abbiamo che
1 1 1 1
Z = n(l+ = il
x+1<§ n( er)<m

(ii) Applico Lagrange a f(x) = = +sinz — 2(e® — 1), con § € [0, z); ottengo
che x +sinx — 2(e* — 1) = f/(§)x: poiché ho che f'(z) = 1+ cosx — 2¢e%,
maggiorando cosx con 1 si ha:

z4sinz —2(e” —1) = (1+cos(€) —2e%) < (14+1—2¢%) <2—-2¢5 <0

(il 1)App11co Lagrange a f(x) =tanzx —z — x—; con { € [0,2) e x < . Poiché
fl(x) = — 1 — 22 abbiamo che

COS

s 1
tanz —  — — :f’(f)x:x(m

3 ~1-¢%)

Poiché z > 0 non contribuisce allo studio della disuguaglianza, quindi basta
dimostrare che - 25 — £ > 0' minorando —52 per £ € (0,%) (dal

momento che z < %), si ha che —z —1—¢2 >

—-1- %2, quindi quello

= c052§

che dobblamo dimostrare & che cﬁ—

o > 1 4+ z > ma questo € vero perché

cos? ¢ < —L dal momento che cos? ¢ ~ € per ¢ che tende a
1+ 3
4

Soluzione 2. Applico Lagrange alla funzione h(x) = f(z) — g(x) € [a,2):
otteniamo

hz) = h(a) = h(&)(z —a) ¢ € (a,x)
E quindi abbiamo:



dove —f(a)+g(a) < 0e f'(§) — ¢ (&) > 0, quindi:
f(@) = g(x) = [f(a) — g(a)] + [f'(§) — g'(Ol(x —a) > 0
Soluzione 3. (i) f(z) = |23 — 1.
Studiamo la funzione 2% — 1 poi ribaltiamo la parte negativa.
Il dominio ¢ tutto R; per il segno abbiamo che
f@)>0<=> 23—1>0 <=>2>1 <=>z>1
I limiti sono lim,_, | 2 —1=4oc0elim; 25 —1=—00.
Gli asintoti: non ci sono asintoti verticali o orizzontali; verifichiamo gli
asintoti obliqui:

. =1 . 3 —1
lim =400 e¢ lim = 400
z—+o0 I T——0 T

quindi non ci sono neanche gli asintoti obliqui.

La derivata prima & f/(z) = 322, quindi f'(z) = 0 <=> 2 = 0 e
f(x) >0V #£0.

La derivata seconda & f”(x) = 6z, quindi f’(z) = 0 <=> 2z =0 e
f"(x) >0perz>0e f’(x) <0 per z <0.

La funzione non ¢& derivabile in 1.

(i) f(2) = /=L
Il dominio deve essere tale che z + 1 # 0 ed inoltre rzi—ll) > 0, quindi
studiando le disuguaglianze otteniamo che il dominio D ¢ pari a (—oo, —1)U
{0} U[l,4+00). Il segno di f(z) & >0Vx € De f(x) =0 per x =0 e per
r = 1.

I limiti sono

lim f(z)=+o0, lim 2z —1) +o0o e lim f(x) =400

T——00 r——1— r+1 T—~400

Gli asintoti: non ci sono asintoti orizzontali, ma c’é un asintoto verticale in
—1. Vediamo ora gli asintoti obliqui:



2z = 2z 1) — T
J= lim x?(x 1)_$: lim Va2(z — 1) —axvx + _
x—+00 x+1 x—+00 vr+1
: 2?(x — 1) —2%(x + 1)
lim =
r=+oo ((/a2(x — 1) + ava + 1)Vo + 1
—222

lim
r—+o0 \ /x2(x2 — 1) + z(z + 1)

quindi abbiamo 1’asintoto obliquo con retta y = x — 1 per x — 4o00.

) 22(x—1)1 lz] [z —1
m= lim /—— = — =-1
T——00 {B+1 X T——00 I :1:+1
2 —1 - 1) +avz 1
g= lim re--) (z )—i-a:: lim vl -l Favet =

r— —00 T + 1 r— —00 v+ 1
2?(x—1) —2%(x + 1)

e——oo (\/a?(x — 1) —zv/z+ 1)V +1
9.2
— lim 2 —1

e——00 —(gy/(22 — 1) + z(z + 1))

quindi abbiamo 1’asintoto obliquo con retta y =1 — x per x — —o0.

z+1 z(:c2+z—1)
z2(z—1) (z+1)2

: essa si annulla per z =

—1—5.
2 9

La derivata prima ¢ f/(z) =

_1%‘/5 (che pero non appartiene al dominio della funzione) e per z =

studiando il segno della derivata abbiamo che per z < =1=v5 , fl(z) <0,
quindi ¢ decrescente, mentre nel resto del dominio f/(x) > 0, quindi la fun-

_15‘/5 é un punto di

zione & crescente. Da ci0 possiamo dedurre che x =
minimo.
In 1 pero, la derivata non esiste, pertanto studiamo il limite:

I r+1 z@@®4+z-1) n
im =400
a1t \[ 22(x —1) (x4 1)2

quindi la funzione f(z) ha tangenza verticale in 1.
Prescindiamo lo studio della derivata seconda.




