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Enunciamo ora alcuni concetti fondamentali dell’algebra degli o(x™):

Proprieta 1. 1) o(az") + o(z") = o(z") Vn.
2) o(z") = o(Az") = o(a™).
3) o(x™) + o(a™) = o(x") dove v = min{m,n}.
1) o(z")o(z™) = o(z™+™M).
5) Se m > n si ha che 2™ = o(z").

6) o(x™)

m—-n
xn

= o(x . (Attenzione: non si possono semplificare espres-

sioni del tipo o(z7) Se sl glunge a questa conclusione non si ha alcuna
informazione, per cui o bisogna utilizzare un altro metodo oppure estendere

gli sviluppi a potenze maggiori).
7) Se m > 0 allora si ha [o(z™)]™ = o(z").
8) o[z™ + o(z™)] = o(z™).

9) o(z™)x™ = o(x™*t™).

Soluzione 1. (a) Sappiamo che sinx = Zﬁo(_l)k%: di questa basta

prendere gli elementi fino all’ordine 3 ed elevate il tutto alla terza consideran-
do sempre il fatto che si deve arrivare all’ordine 5:

3 5

T T
x=(v— g)?’ + ordine superiore... = z° — 5t o(z”)

sin®



(b) Poiché e” =72, zk—l!c, segue che

2 a? a2’ 3112 2, 3, T 4, 2 5
(e —1) :(x—l—i—i-?—ko(x ) =az"+x —1—533 +€+o(x )
(¢) Calcoliamo lo sviluppo di Taylor di f(x) = arctanz sfruttando le
derivate, ossia con la definizione:

1

= 1 +x2 — f’(O) — 17 f”(:L’) — _23;(1+x2)—2 — f”(O) -0

£(0)=0, f'(z)

(@) = da(1 + %) —2(1 + 2%) 7 = f7(0) = -2,
= 24221 + )™ +4(1 + 2273 + 82(1 + 22) 3 = f7(0) = 4,
[ = 9622 (1+a2%) 0 —48z(1422) " =242 (1+22)~* —242(1+2?) > +8(1422) 3
= f(0) = —24.
Da cio considerando la formula di Taylor si ha che:

3 a2

arctanz = x — 3 + = + o(x)
Soluzione 2. (i)lim, : Scriviamo gli sviluppi di Taylor col
resto di Peano delle funzioni che ci servono:

1—cos z+Incos
T

2 4 2

cosx =1— %+;—4+0(x5) In(l4+y)=y— %—Fo(wz)
Poiché abbiamo In cosx allora dobbiamo porre 1+ y = cosx = —%2 + 326—4 +

o(z®). Andando a sostituire gli sviluppi nel limite abbiamo che:

lim l—cosz+1Incosz lim 1-1+ 5':2—2 — % + o(2P) — 322 — Lat + o(x?) _
z—0 xd z—0 4
. —sat +o(z?) 1
= lim 1 = ——
z—0 x 8

(ii) Scriviamo gli sviluppi di Taylor col resto di Peano delle funzioni che
ci servono:

10 2 ZL‘4

5 10 T z 5
cosz’=1——+4o(x cos—=1——+4+ —+o(x
2 (@) V3 6 216 (=)
3 5
o z x 6
smw—x—g—ka—ko(w )
Andando a sostituire il tutto nel denominatore otteniamo:
T 1

(sinz — z cos —=)? 210 + o(210)

/3 2102



Quindi il limite sara:

10
iy Lmeosa® B ko) | 210 e
z—0 (sinz — x cos %)2 z—0 % + o(z10) 2

(iii) Scriviamo gli sviluppi di Taylor col resto di Peano delle funzioni che

ci servono:
6 4
2 2 & 6 -2 2 L 2 6 6
sinz® =z — — +o(z°), sin“x==x — 4+ —x o(x
57 Tol) + 5+ 52 o)
4 6
2 L L 6
:]_—— —_—
cos T 2+24+0(a;)

Ora lavoriamo sul limite:

2

2 2 —sin“ x

. —sin“z .9 5 Sinz
lim x ﬁ:hmm cosr”— 5
2—0 sinz? —tanz?  2—0 sin z?(cosx? — 1)

o sinx 2

Sostituendo gli sviluppi di Taylor 6al denominatore che abbiamo nel limite
troviamo che sinz?(cos2? — 1) = —% + 0(2%), quindi al numeratore bastera
arrivare al grado 6:

4 .6 26 24
22 cos 2 (sinz? —sin’ z) = 22 (1— —+ = +4o0(2%))(2? = =+ o(a8) —2?+ ——
2 24 6 3
2 6 6 af 6
——x +o(z’)) = = +tolx
a0+ 0(a)) = =+ o(a?)
Mettendo il tutto nel limite iniziale si ha:
. osinz? —sin’z .9 , sinz? —sinx
lim 2" ————— = lim 2“ cos z°— =
=0 sinz? —tanz?  2—0 sinz2(cos 2 — 1)
_ %6 +o(z% 2
= i
z—0 _% + 0($6) 3

(iv) Scriviamo gli sviluppi di Taylor col resto di Peano delle funzioni che

ci servono:
3 In 2)? In2)3
arctanx:x—%—l—o(w?’) 2z:1+(ln2)fc+(n2) x2+(n3') 23+ o(z?)
2In2)? 2In2)3
4x:22r:1+(21n2)x+( I; ) m2+( ; ) 2% 4 o(x%)

Consideriamo innanzi tutto il denominatore: x—arctanz = x—w+%3+o(x3),
per cui quando calcoliamo lo sviluppo di Taylor del numeratore dobbiamo
considerare il fatto che ci serve arrivare fino all’ordine 3:

In2)?

24" — 2"+ 1=2(1 -1n2) + (2In2 — (T)332 + o(2?)



da cui si calcola:
z(24° — 2° +1)% = (1 — In2)32® + o(2?)
Calcoliamo ora il limite:

T _ 9T 2 _ 3.3 3
lim z(zd® — 27 +1) ~ lim (1 —In2)°z° + o(z”)

=3(1 —In2)?
t—0 1 — arctanx z—0 w_;’ + o(z3) ( n2)

Soluzione 3. (i) La funzione integranda é continua e positiva nell’intervallo
(2,00), bisogna quindi analizzare la convergenza dell’integrale in un intorno
destro di 2 e in un intorno di co. Si ha quindi [,° - ;_2 = [ x\/iﬁ +
IS ﬁ; con ¢ € (2,00).
Studiamo la convergenza del primo integrale: consideriamo la funzione di
confronto 1 per z — 4o0:

1

. /2 —2 . x2(a—1)
lim T = lim
T—+00 (5)0‘ z—+o0 T —2

Perché questo limite sia finito e diverso da zero si deve avere che 2o — 2 = 1.
ossia a = %, che & > 1, quindi il primo integrale & convergente in [c, +00).

. . . . . . 1 1 . 9e .
Analizziamo il secondo integrale: risulta P < Nt Iintegrale di
quest’ultima funzione converge, quindi converge anche il secondo integrale e
cosi anche quello di partenza.

~_(ii)Si possono considerare gli sviluppi di Taylor delle funzioni tgz e In(1+
V2) fino al primo ordine cioé tgr = = + o(z?) e In(1 4 va2) = Va2 + o(1):
sostituendli nell’integrale otteniamo:

e/2 1
—dx
0o VT
Questo integrale risulta essere convergente, quindi & convergente anche quello
di partenza.



