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Esercizio 1. Deve essere

limg_o- f(z) = limg_o+ f(z) =0

Poiché 0 < sen?(x) < 1 sard 0 < z%en?(x) < z% quindi se a > 0 al-
<

lora lim,_ g+ f(x) = 0. Inoltre 0 < cos?(1/x) 1, quindi se b > 0,
limy_o-f(z) =0.

Se a=0 lim,_o+ f(x) = 0.

Se b=0 lim,_o- f(x) non esiste.

Possiamo concludere che f(x) é continua se a > 0 e b > 0.

Esercizio 2. Bisogna innanzitutto verificare che lim,_. otg(w) esiste ed &

finito; scriviamo tg(z) = %o, allora lim, .. /575" = 0o; quindi la funzione

cosx’ cosT
non é continua.

Esercizio 3. Bisogna stabilire se

lme_)m—f(ZE) = lzmxﬁo—f(if)

ma limx_)0+% = 1 mentre lim,_,o- ‘—i‘ = —1; quindi la funzione non & con-
tinua e ha una discontinuita di prima specie.

Esercizio 4. Si ha che lim,_osen(z)/z = 1, ma la funzione non é definita in
x = 0, quindi ho una discontinuit4 eliminabile e la funzione si pué prolungare
per continuitd in questo modo:
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Esercizio 5. (i)f(x) = e” su (—o0, 1); applichiamo la definizione e vediamo
se é verificata.
Se |z — y| < ¢ allora si ha:

le* —eY| =eY[e" Y — 1] <ele” Y —1]

considerando il fatto che y € (—o0, 1), e quindi che e¥ < el.
Usando ora lim,_.q % =1, allora si ha che

ele®™¥ — 1] < e|lz — yle < ede

Quindi la funzione é uniformemente continua.

(i) f(z) = x2ln(1;§2); se € [1,00), f(x) é continua; verifichiamo inoltre

che ha un asintoto orizzontale: infatti
In(% +1)

1
22

=1

1
lim ac2ln(—2 +1)= lim
T—00 T T—00

Allora f(z) ¢ uniformemente continua.(Ricordiamo che im__  imata) = 1).

Se z € [1,2] f(x) é una funzione continua definita su un compatto (un
intervallo chiuso e limitato), allora f(x) é uniformemente continua.

Se x € (0,1) cerchiamo di estendere f(z) ad una funzione continua su [0, 1]:
il lim,,_,q+ a:2ln(1;—§2) =0, e lim, ,;- a:2ln(w—12 + 1) = In2, e quindi possiamo

estendere il caso all’intervallo [0, 1].

(iii)La funzione f(z) = arctg: non é definita in 0; vediamo se esistono e
coincidono i limiti destro e sinistro, ossia se f(z) é almeno continua: con-

siderando il cambio di variabili y = %, se ¢ — 0~ allora y — —oo e quindi
abbiamo
. 1 . ™
lim arctg— = lim arctgy=——
z—0~ T y——o0 2

considerando il cambio di variabili y = %, se x — 07 allora y — 400 e quindi
abbiamo
. 1 . T
lim arctg— = lim arctg y = —
z—0+ T y—oo 2
Poiché i due limiti non coincidono, la funzione non é continua e quindi non
é neanche uniformemente continua.

Esercizio 6. Sia P(z) = apz" + ap—12™ + ..... 4+ ag con n = 2h il poli-
nomio da noi considerato, allora lim,_,.,P(x) = oo perché a, > 0; inoltre
limg—,_oP(x) = 00 perché a,, > 0 e n é pari; infine lim,_,gP(x) = ag che &
< 0, quindi la funzione P(x) su R cambia segno due volte: una tra —ocoe 0 e
laltra tra 0 e co. Poiché la funzione é continua (essendo P(x) un polinomio)
per il teorema degli zeri P(z) ha due radici: una negativa e una positiva.
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Esercizio 7. (i)f(z) = T su [—1,0) é uniformemente continua perché
si pub estendere ad una funzione continua sull’intervallo chiuso e limitato

[—1,0], perché lim, .o f(z) =0

(ii) f(z) = xlogx su (0,3] é uniformemente continua perché si pud esten-
dere ad una funzione continua sull’intervallo chiuso e limitato [0, 3], perché
limr_,o = 0

(iii) f(x) = /x su [1,00) é u.c. perché ha derivata limitata nell’intervallo.(f/(z) =
=)

ENE

(iv)f(z) = ¥z su [1,00) é u.c. perché ha derivara limitata.(f'(z) = ﬁ)

V) f(x)=z+ % é u.c. perché ha derivata limitata.(f/(x) = 1+ 2cos z? —
sin 22 )

€T
Esercizio 8. (i)Per z = 0 si ha che lim,_.osin 1 non esiste, infatti ponendo
y= % si ha che il precedente limite corrisponde a lim,_.,, siny che non es-

iste; quindi si ha una discontinuita di seconda specie.

.. o CC2+I—2 N . . . . .
(i) f(z) = 4577-—5 non & definita nei punti che annullano il d;enomma—
.. _ 3 4L . . . )
tore ossia in * = —5 e x = 1: in x = 1 si ha che lim,_,+ 27 ra=3 =
. 1‘2-‘1-50—2 1s (x—l)($+2) _ 3 _ 6 : : : :
lim, ;- 57— = limg D@+l — I = 5 ossia si ha una discontinu-
ita eliminabile.
_ 3 : z’4r—2 _ : 22 4x—2 _
Per x = —3 si ha che hmr_)_%+ ST ra—g = 100, mentre hmr_)_%, T =
—o0 e quindi abbiamo una discontinuita di seconda specie.
et N . . o . er—1 . ..
(iii) f(z) = %= non & definita in » = 0, ma lim, .o “—— = 1, quindi si
ha una discontinuita eliminabile.
(iv) f(z) = 2% non ¢ definita se sin 3z = 0, ossia per z = 0 e 3z = kr =>
_ T ) 0« - 2 _ 1 2 3z _ 2
x = k3 con k € Z: per x = 0 si ha che lim, .o 575 = lim, 055535, = 3,

quindi in 0 ho una discontinuita eliminabile.
Negli altri punti si ha che 1imx_)k§ = 00, ossia abbiamo una disconti-
nuita di seconda specie.
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(v) Poiché lim, g+ =lelim, g+ x+1 =1 allora la funzione ¢ continua

su tutto R.

Esercizio 9. (i)Poiché lim_y+ 22 +1=1elim_ - az —3 = -3 Va €R, la
funzione in 0 non é continua per alcun valore di a.



(i)In # = 0 lim_g+ 22 + 2ax + a = a e lim_,o- vz + 2 = v/2, quindi per
a = v/2 la funzione & continua in 0.



