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1. Sia A C E. A & misurabile secondo Peano-Jordan & y, € R(E) & &

esistono f e fo funzioni semplici su E tali che fi(x) < ya(z) < fo(z) su E e

fE(fg—fl) <e 4 esistono Ey C A C E5 elementari tali che mis(Ey\ Ey) < e.
Dimostriamo 1'ultima equivalenza.

(=) Possiamo assumere che fy = > 7 ajxa; e fo = > _ bixa,, A; disgiun-
ti. Definisco a;,b; € {0,1} taliched; = 0sea; <0ed; = 1sea; >0eb; =0
seb; <1eb;=1seb; > 1. Considero f; = > i1 GjXa; e fo = > i BjXAj-
Vale che fi(z) < fi(z) < xa(z) < fo(x) < fo(w). Si definisca

|_| Aj E2 = |_| Aj .
{7:a;=1} {5:b;=1}
Segue che fl = Xpg, € fg = Xpg,. Dunque
filz) < xa@) < folz) & Xp S Xa < X, & By CAC By,

Inoltre

mis(E, \ E1) = /(fQ —fi)<e

(<) E1 CACEy= xp < xa < xp, e mis(Ex \ Ey) = [(Xm, — XB)-

2. (i) Siaz € R\Q. Siaz — x. Sex, € R\Q f(zx) = 0;se zp = my/ny € Q
allora deve essere ny — oo per k — oo. Dunque f & continua su R\ Q. Sia
r=m/n € Q allora f(z) = 1/n e f ¢ discontinua perché basta prendere una
successione x; € R\ Q tale che z — .

(i) Fisso n. Considero 'insieme Q5 := {m/n : m <n < n}. Risulta

ﬁQn<Zn— TL+1



Sia I, == [q—#,q—i—ﬁ]. Si prenda f; =0 e

1
f2=%+2><1q-
q9€Qn
Si ha )

1 1 1 nn+1
/(f2—f1)§t+ _—3§t+—< _3)
0 n n n 2n
q€Qn

per n sufficientemente grande.



