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SOLUZIONI

mercoledì5 maggio2004

Soluzione esercizio 1. Percalcolarel’integraleassegnatoè opportuno, comesug-
gerito siadalla formadella funzionechedaquella del dominiodi integrazione

�
,

operare il seguentecambiodi variabili:�������	��

������ ��
����
Siaallora � ������
�����������
���������
�� �!�"�����#� � � , � è chiaramentedifferenziabi-

le e dal momentoche
� �%$!���#��
&�('*),+.-/�102
&� � 0435�.3.02����
6�7���6048!9

risulta:: � � � � ���;$!���#� � �<'�) + -��=0 � 0>35�?3@0A�/0>8!9B��CD35�E8GF�HICJ�K�E3GF
La matriceJacobianadella trasformazione è:L ���#� � �L ���#��
&� �NM 

��� �
&�O� �O�IPIQ
percui: RTS&UOV �XW!Y#� R � R � � ��
�������Z[�\
&� � R �]� � R �^
6Z_
(Z`� R
Siaallora a ����� � ���cb�de d abbiamo che:f"f&g � � R �\
@ZA�hZ_
 R ��+ � 
5+� + �i�j�k
&� +ml � l 
n�� f"f g RTS&UOV �XW!Y�� R apoh� ������
�� l � l 
n� f�f5q a ���#� � � l � l �
doveabbiamousatoperl’ ultimauguaglianzail teoremadelcambiodi variabili

in
)	r

(cfr. testodel tutoratoVIII). In conclusione calcoliamoil semplice integrale
cosìottenuto:
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fsf�q a ���#� � � l � l � � f�f^t + u vTw�x t y u +Tw � +� + l � l � �� f v+ M f +y � +� + l � P l �1� f v+{z � v8}| + y l �� + �� ~8 f v+ l �� + ��~8 z Z �� | v+ �� ~8 M Z �8 � �3 P � ~���
Soluzione esercizio 2. Procediamo anchein questo casooperandoil cambiodi
variabile suggeritodallaformadellafunzioneintegranda,ovveroponiamo:� ����

�k��v� ��
(Z_� v

Consideriamoallorala trasformazione � ���#��
&�s����

�k� v ��
@Z_� vO�
. Si puòfa-

cilmenteverificareche � verificale ipotesi del teoremadelcambiodi variabili (dif-
ferenziabilità , limitatezza ed iniettività nell’interno del dominio d’integrazione).
Calcoliamolo Jacobianodi � :W!Y�� L ����� � �L ������
�� � M 8��^+ �Z�8��^+ � P

percui: RTS�UOV �XW!Y�� R �]��� +@���� ���/'��
Adessocerchiamo di esprimere le variabili

�
ed



in funzionedelle nuove

variabili
�

e � , al fine di individuare qual è il sottinsiemedi
)�+

cheè l’immagine
di

�
tramite � . Dalle equazioni

��������
����}
��k� v
e � ���#��
&�m�]
(ZI� v

sottraendo
primae sommandoin seguito l’una all’altra,otteniamo� �1� � e�� b+ ����
p� eG� b+

Andiamooraa sostituire alle equazioni cheindividuano
�

in funzionedi
�

ed

, le loro rispettive espressioni in

�
e ���D� �.�}� � e�� b+ �}� � ��� � �A3
10>8 � eG� b+ 0>8 � ��0��=Z ���v=0A
 � 
6Z_��v=�A� � � �>�

Allora se � �7$!����� � ��'�) + - � �A3@0A�/0>�=Z � � � 0>�j9
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risulta

� � � � �B�
. Prendendodunque a ����� � ��� � � e e scrivendo

�
comeinsieme

normalerispetto all’assedelle
�

nel seguentemodo:$!���#� � �h'1)¡H[C ���E3GF�- � �A3(0`�/0>�BZ � 9
abbiamo: f"f!¢ � + ��
6Z_� v � U¤£�¥ �¦

�k� v � l � l 
n�� �� f�f ¢ R l �O§O�XW!Y�� R apo<� ���#��
&� l � l 
?� �� f�f�¨ a ����� � � l � l � �� �� f +© M fAª � bb � + � � e l � P l � � �� f +© � �«� ª � b ZI� b � + � l � �� �� � � ª f +© � � � b ZI� + f +© � b&¬ � QOQOQ � �� �«� ª Z_­®�O¯�Z[� + �
Soluzione esercizio 3. La regione di

) v
limitata dalle superfici aventi equazioni° ���

,
­ ° ����+��?
�+

e
�^+&�?
5+�Zp3�
n���

puòesserescrittacomeinsiemenormale
rispetto all’ assedelle ° nel modoseguente:� �;$!������
�� ° �h'�±�H1)]-��p0 ° 0 ��+s�k
�+­ 9

dove
±¡�7$!������
��m'1)�+@-<��+s�k
5+mZI3�
10`�59

.
Allora, applicandoil metodo degli integrali iterati suinsieminormali, integria-

mo primanellavariabile ° :f�f"f ¨ ��² R 
 ° R l � l 
 l ° � f"f&³¡´µ	f2¶ di·�¸�d¹© º ° l °®»¼ �	² R 
 R l � l 
p�� 38 f"f ³ �	² R 
 R&½ ° � d l °�¾ ¶ di·®¸id¹© l � l 
n�� ���3 f�f ³ �	² R 
 R ��� + �k
 + � � d l � l 

Perrisolverequest’integraledi duevariabili procediamo,datala conformazio-

nedel dominio, operandoil passaggioa coordinate polari, ponendocioè������
��s� � ��¿\�ÁÀ!�"�4��¿�Â¤Ã�Ä\À���¿�ÄÁÅÇÆ<À5�
Siamogià a conoscenza(cfr. soluzioni del tutorato8) del fatto che � verifica

le ipotesi di differenziabilità , di limitatezza e di iniettività richiestedal teorema
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del cambio di variabile. Inoltre abbiamo già in precedenzacalcolato (cfr. sempre
soluzioni del tutorato8) che: RTS&UOV �XW!Y�� R ��¿

Restasolodaindividuare il sottinsieme

:
di

)�+
taleche � � : ���}±

. Sostituia-
mo allora, analogamente a quanto fatto più volte in precedenza,le espressioni di�

ed



in funzionedi
¿

e
À

nelleequazioni chedescrivono
±

, a cosìdatrovare
altrettanteequazioni (in

¿
e

À
) chedescrivano

:
.� + �k
 + Z[3�
10`� � ¿ + ZI3�¿jÄÁÅÇÆ<Àp0>� � ¿È0`3�ÄÁÅÉÆhÀ

Allora, siccome nella rappresentazione in coordinate polari
¿

rappresentala
distanzadall’origine, si deve avere

¿?�`�
e dunquein particolaredeve essere :ÄÁÅÇÆ<Àn�`� � �p0`À@0`Ê

e dunquerisulta :
: �7$!��¿\�ÁÀ!�m'�) + -��p0`À@0`Ê��n¿?0>3�ÄÁÅÉÆ<À�9

Calcoliamoallora per concludere, sfruttando il teoremaper l’in tegrazionesu
insiemi normali, l’integraleprecedentemente ottenuto:f"fsf�¨ �	² R 
 ° R l � l 
 l ° � ���3 fsf ³ �	² R 
 R � � + �*
 + � � d l � l 
p�� ���3 f"f q ¿jÂ¤Ã�Ä\À\² ¿jÄÁÅÇÆ<À�¿ ¯ l À l ¿@�� ���3 fÌË© M f +�Í�ÎDÏ�Ð© ¿ ���d l ¿ P Â¤Ã�Ä^À º ÄÁÅÇÆ<À l À��� �~ � f Ë© ½ ¿ � �d ¾ +�Í�ÎDÏ�Ð© Â¤Ã�Ä\À º ÄÁÅÉÆ<À l ÀÑ�� 8�3 º 38�Ò fkË© Â¤Ã�Ä^À"ÄÁÅÇÆ�Ó�À l À�� ­ º 38�ÒÕÔ ÄÁÅÇÆ&Ö�À�× Ë© ���
Soluzione esercizio 4. Percalcolare quest’integrale è opportuno esprimere Ø in
manierapiù conveniente rispetto alle coordinate sferiche (comesuggeriro nel te-
sto) . Pertanto, posto

������
�� ° �h�¡�6��¿^�ÁÀ&��Ù��<�Ú��¿�Â¤Ã�Ä�À"ÄÁÅÇÆ�Ù���¿�ÄEÅÇÆ<À�ÄÁÅÇÆ�Ù���¿jÂ¤Ã�Ä�Ù��
abbiamo : W ¢ � ´µ Â¤Ã�Ä^À"ÄÁÅÇÆ�Ù Z<¿�ÄÁÅÉÆ<À"ÄÁÅÇÆ�Ù ¿jÂ¤Ã�Ä\À"Â¤Ã�Ä�ÙÄEÅÇÆ<À"ÄÁÅÇÆ�Ù ¿�Â¤Ã�Ä\ÀsÄÁÅÇÆhÙ ¿jÄÁÅÇÆ<À"Â¤Ã�Ä�ÙÂ¤Ã�Ä�Ù � Z<¿jÄÁÅÇÆ�Ù »¼

4



e dunque

RTS&UOV �XW ¢ � R �Û¿5+ÜÄÁÅÇÆhÙ
(si lasciaalla discrezione dello studente la

facile verifica).
Cerchiamo orale condizioni sullenuove variabili perdescrivereil sottinsiemeÝ

di
) v

chevienemandato in Ø dall’ applicazione
�

:��+s�k
5+B� ° + � ¿5+�ÄÁÅÇÆ + Ù��A¿!+�Â¤Ã�Ä�+�Ù � ÄÁÅÇÆ + ÙÈZ_Â¤Ã�ÄE+�Ù��`�� Â¤Ã�Ä�3�Ù�0`� � Ù�' Ô Ë ¯ � v¯ Ê�×� + �k
 + 0`Þ!� � ¿ + ÄÁÅÇÆ + Ù�0`Þ!¿�ÄÁÅÇÆ�Ù�Â¤Ã�Ä^À �{¿�ÄÁÅÇÆ�Ù�0`ÞjÂ¤Ã�Ä\À�ß¿�' ½ ����à�á«â Í�ÐÍ ÎDÏ\ã ¾�/�`� � ¿jÂ¤Ã�Ä\À"ÄÁÅÉÆ�Ù��>� � Â¤Ã�Ä\À@�`�� À@' Ô ��� Ë + ×�ä Ô v+ Ê��E3KÊ�×
DunqueØ ���(� Ý �

conÝ �;$!�¦�p0A¿�0 ÞjÂ¤Ã�Ä\ÀÄÁÅÇÆ�Ù ���p0>Àp0 Ê 3(å�æ�æ �^ç�� 83 Ê_0`À@0>3KÊ�� Ê ­ 0�Ù�0 8­ Ê	9
Applichiamoallora il teoremadel cambiodi variabili percalcolare l’in tegrale

assegnato: fsf"f�è ² � + �k
 + l � l 
 l ° � f"f�f&é ¿jÄÁÅÇÆhÙ�¿ + ÄÁÅÉÆ�Ù l ¿ l À l Ù��� f�ê d© ë f �¹ Ëê ¹ ì f7í�îÉï�ðiñðJò óKô© ¿ v l ¿!õkÄÁÅÇÆ + Ù l Ù�ö l À��� f + Ë� d Ë ë f �¹ Ëê ¹ ì f7í�îÉï�ð�ñðJò óKô© ¿ v l ¿!õkÄÁÅÇÆ + Ù l Ù�ö l À7�� Þ ¯­ ì f7ê d© Â¤Ã�Ä ¯ À l À l Ù�� f + Ë� d Ë Â¤Ã�Ä ¯ À l À�õ f �¹ Ëê ¹ �ÄÁÅÇÆ + Ù l ÙÈ�� Þ ¯3 ì f ê d© Â¤Ã�Ä ¯ À l À�õ÷CJZ�Â¤Ã V Ù�F �¹ Ëê ¹ �� Þ ¯ f ê d© Â¤Ã�Ä ¯ À l ÀÑ�]Þ ¯ f ê d© M ���kÂ¤Ã�Ä�3KÀ3 P + l À��� Þ ¯­ f7ê d© � ���A3�Â¤Ã�Ä�3KÀ��*Â¤Ã�Ä + 3KÀ � l ÀÑ�� Þ ¯­ ì Ê 3 �}C ÄÁÅÇÆh3KÀKF ê d© � f ê d© �j�kÂ¤Ã�Ä�­�À3 l À õ �7øOøOø�� 8��� ÊÜÞ ¯
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