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SOLUZIONI
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Soluzione esercizio 1. Percalolarelintegraleassgnatoe oppatuno, comesug-
gerito siadallaformadellafunzionechedaquela del dominiodi integrazione D,
operaeil sgguentecambiodi variakli:

{uzx(y—l—l)

v = ye®

Siaallora®(z,y) = (z(y + 1),ye*) = (u,v) , ® échiaranentedifferenziai-
le e dal momentoche D = {(z,y) € B2 : 1 < ye® <2, 2 < z(y+1) <3}
risulta:

A=0(D)={(u,v) ER*: 1<v <2, 2<u<3}=1[23]x][L,2]

La matriceJacdianadellatrasfamaziore é:

M:<y+1 m)

yet e
percui:
| det(Jp)| = [e"(y + 1) — zye®| = e”|zy —y — 1]

Siaallora f (u,v) = %22 abbiano che:

e?ny
// eloy — 1 -yl ———"—5dzdy =
D z? (1 +y)

_ //D|det(J¢)\fo@(x,y)dmdy://Af(u,v)dudv

doveabbhamousatoperl’ ultimauguaglianzail teoremadelcambiodi variakli
in R™ (cfr. testodel tutorato VIII). In condusiore caloliamoil semplie integrale
cosiotteruto:
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Soluzione esercizio 2. Procedamo anchein questo casooperndoil cambiodi
varialile suggeritodallaformadellafunzioneintegranda,ovvero ponamo:

u:y+a:3
U:y—$3

Consiceriamoallorala trasormaziore ®(z, y) = (y + z*,y — z®). Sipuofa-
cilmente verificare che® verificale ipotes delteoremadel cambiodi variabili (dif-
ferereiabilita , limitatezza ed iniettivita nellinterno del dominio d’integraziane).
Calcoliamolo Jacdianodi ®:

Je = o(u,v) 322 1
* Az,y)  \ —3z% 1

percui:

| det(Jp)| = 622 # 0 VeeT
Adessocerchiamodi espimerele varialili x edy in funzione delle nuove
varialli  ewv , al fine di individuare qud il sotinsiemedi R cheél'immagine
di T tramite®. Dalle equaioni u(z,y) =y + 23 € v(x,y) = y — x> sottmendo
primae sommandon seguito I'una all’altra, ottenamo

1
— (¥=v)3
{y_u—|—121)

Andiamooraasostiuire alle equazion cheindividuaro T in funzionedi z ed
y, le loro rispetive espessionin u e v

|
—

z>1 = st >1 = u>v+2
y<3 = v <3 = u<6—wv
z3 <y = y—xz3>0 = v >0

Allora se

B={(uv) eR:v+2<u<6b-0v,v<0}

2



risulta B = ®(T'). Prendedodunque f (u,v) = ve" e scrivendo B comeinsieme
normalerispeto all'assedelle u nel sqguentemodo:

{(u,v) e Rx[0,2]: v+2<u<6—v}

abbiamo:

// z? (y—x3)exp(y+$3)dwdy:
T
= 1// ‘det(J¢)|qu)($,y)dl‘dy:1// fu,v)dudv =
6 T 6 B
1 2 6—v 1 2
= —/ (/ 'Ue"du> dvz—/ ’U(667U—€U+2) dv =
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_ ! 66/206_”—62/26” = :1(66—464—62)
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Soluzione esercizio 3. La regione di R limitata dalle supefici aventi equazioni
z2=0, 4z = 22 +y? e 22 +y? — 2y = 0 pudessee scrittacomeinsiemenormale
rispeto all’assedelle z nel modoseguente:

z2 +y2

B={(z,y,2) eCxR: 0<2z<

}

dove C = {(z,y) € R? : 22 +4? — 2y < 0}.
Allora, applicandoil metod degli integrali iterati suinsieminormali, integria-
mo primanellavariabile z :

m2+y2

/// x\/|yz|da;dydz=// / ! Vzdz | z+/|y| dz dy =
B (& 0
2 2
9 z+y
= g//cx |yl [z%dz]o Y odrdy =

1 3
= —//x ly| (2% + )2 dzdy
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Perrisolverequestintegraledi duevariabili procediamo,datala conformazio-
nedel dominio, operandoil passggioacoardinate polati, ponendocioé

(z,y) = @(p,0) = (pcos B, psind)

Siamogia a conoscerza (cfr. soluzioni del tutorato 8) del fatto che ® verifica
le ipotesi di differenziakilita , di limitatezza e di iniettivita richiestedal teorama



del cambb di variabile. Inoltre abbiamo gia in prece@nzacalcdato (cfr. sempre
soluzoni del tutorato8) che:

| det(Je)| = p

Restasolodaindividuareil sotinsiemeA di I taleche®(A) = C. Sostitua-
mo allora, andogameng a quanto fatto piu volte in preceenza,le espessiai di
z ed y in funzionedi p e # nelleequaioni chedescivono C, acosidatrovare
altretanteequaioni (in p e 8 ) chedescrivano A.

2 +y? 2y <0 = p° —2psinf <0 = p < 2sin@

Allora, sicoome nella rappresentaione in coardinate polari p rappresentala
distanzadall’origine, si deve avere p > 0 e dunauein particolaredeve essee :
sinf > 0 = 0<o<r

edunquerisulta :

A={(p,0) eR?: 0<O<m, p<2sind}

Calcoliamoallora per condudere, sfruttando il teoremaper I'in tegrazione su
insiemi nomali, I'integrale prece@ntemete ottenuto:
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B 12 JJc
= %// pcosf+/psind p* df dp =
A

1 s 2sin |,
= (/ p? dp) cos 0vsin 6 df =
0
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1 n 2sing
= [p%] . cos 0vsinf df =

78 Jo
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Soluzione esercizio 4. Percalcdare questintegrae € oppatuno espimere E in
manierapiu corveniente rispeto alle coardinate sferiche (comesuggeriro nel te-
sto). Pertant, posto(z,y, z) = T(p,0,$) = (pcos Osin ¢, psin @ sin ¢, p cos ¢)

abbiano:

cosfsing —psinfsing pcosfcosd
Jr = | sinfsing pcosfsing psinfcos
cos ¢ 0 —psing



e dunque | det(Jr)| = p?sing (si lasciaalla discreziore dello stucentela
facile verifica).

Cerchiano orale condzioni sulle nuove varialili perdescivereil sottinsieme
S di R chevienemandao in E dall’ apgicazioneT"

22 +y? > 22 = p?sin? ¢ > p?cos? ¢ = sin?¢ —cos?¢ >0
= cos2¢ <0 = ¢ € [%,%ﬂ

22 +y? <ar = p’sin®p <apsingcosd = psing < acosh

=pe [O acos0]

’ sin¢
z>0 = pcosfsing >0 = cosf@ >0

= f¢c [O, %] U [%71’,271’]
DunqueE = T(S) con

acosf T 3 T 3
= <p< —— <0< = —m<<2r,— <o < -
S={(0<p< Sin¢,0_0_20ppure27r_0_ 77,4_¢_47r}

Applichiamoallorail teoremadel cambiodi varialili percalcdarel'in tegrale
assgnato:

///E Va? +y dudydz = ///SPSiH¢PQSin¢dpd0d¢ =

acosf

bl i sing g . 9

= / / / p°dp | sin” ¢ d¢
0 z 0
2w 3r acosb
[/4 (/ ’ p3dp) sin2¢d¢] o =
0
% 27 T 1

/ cos* 0dO d¢ +/ cos* 0 d / ——d¢ =

0 3 = sin”¢
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4

P x 2
= a4/2(:034¢9d0:a4/2 <M> df =
0 0 2
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- az (14 2cos26 + cos? 20) df =
4 71 4

= L E+[31n20 /QMdO =---:i7ra4
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