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Osservazione 1. Osserviamoanzitutto che
�

e � sonoinsieminormali rispettoad
entrambegli assi. � è invecenormale rispetto all’ assedelle � e puòesserescritto
comeunionedi dueinsieminormalirispetto all’assedelle � aventi interni disgiunti.
La regionedi cui vienechiesto il calcolo dellamisuradi Peano-Jordannell’ ultimo
esercizio non è invece normale rispetto a nessun assemaè unionedi dueinsiemi
normali(con interni disgiunti) rispetto adunoqualunque dei dueassi.

Soluzione esercizio 1. Percalcolare l’integraleassegnatoanzitutto scriviamo
�

comeinsiemenormale rispettoall’assedelle � (dal momentochela scritturadi
�

cosìcomefornita dal testo noncoincide conla definizionedi insiemenormale). É
peròimmediatala verifica(eventualmente disegnando

�
nel pianocartesiano) del

fattoche �����
	 ���
���������������������! "���$#%�&#'�)(+*
Allora utilizzandoil teoremadell’integrazionesuinsieminormalicon , 	 �-� � ���
e . 	 �-� � � ( abbiamo:/0/21 �3�54768�968� � /;:< :$= /?>�@< : �A�2476B�DCE68� � /;:< : �GF � (HJI > @< : 68� �� / :< : �LK �AMHON �H7P 68� � / :< : � :RQHSN � H 68� �� F � :
:HTH N � 4U I :< : � K �HTH N �U P � K � �HTH N �U P � VHTH
Soluzione esercizio 2. Scriviamo � comeinsiemenormalerispetto all’assedelle� esplicitando l’equazione dellacirconferenzaunitaria � 4 N � 4 � � sul semipiano� �XW%Y2* e l’equazione dellaretta � N � � � , entrambe comefunzioni della �� �Z�
	 �[�
�\�]�G� Y5�����^���_ `�]�a�b#%�&#dc ���a� 4 *
Risultaallora applicandoil teoremaperl’in tegrazionesuinsiemi normali:
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/e/\f �A�D6B�g68� � /h:Q = /?i : < >kj: < > �3�l68� C 68� � /;:Q � F � 4V I i : < > j: < > 68� �� /h:Q � K ����� 4V � 	 �]�m�7� 4V P 6B� � /h:Q �Xno��� 4 N �)p"68� �� / :Q ��� ( N � 4 6B� � Fq� �Ars N � (H I :Q � � �s N �H � �� V
Soluzione esercizio 3. Per riuscire a scrivere � comeinsieme normale occorre
trovareil punto d’intersezionetra le dueparaboleavente ascissapositiva (dal mo-
mentoche �ut � �vWwY2*+� . Allora dall’equazione � 4 � �]� 4 N H otteniamoV � 4 � HGx � �zy (4 (escludendo la soluzionechenonci interessa).Dunque� �Z�
	 �[�
�\�]�|{RY5�k} VH)~ ���! ��A4$#'�X# H ���A4�*
e l’int egraleè il seguente:/�/5� �)(����^68�g6B� � /�� @jQ �A( = / ( < > j>kj ���[6B� C 68� �� /�� @jQ � ( ��� � � ( < > j>kj 68�l68� � /�� @jQ � (g� � ( < > j �G� > j�� 68� �� � ( / � @ jQ � ( � < > j 68��� / � @ jQ � ( � > j 68�

Risolviamoseparatamente (integrandoperparti) i dueintegrali:/�� @jQ � ( � < > j 68� � {�� 4 = � � < > jV C ~ � @ jQ N /�� @jQ �)� < > j 6B� �� � Hs�� < @ j N { � � < > jV ~ � j@Q � ���s�� < @ j N �V/h� @jQ � ( � > j 6B� � {R� 4 = � > jV C ~ � @ jQ � /h� @jQ �-� > j 68� �� Hs�� @ j �vF �V � > j I � @ jQ � �s�� @j N �V
2



Allora in conclusioneabbiamo:/e/ � �A(����^68�968� � ��( / � @ jQ �A(�� < > j 68��� / � @ jQ �)(�� > j 68� �� ��( K ���s�� < @ j N �V P � K �s�� @ j N �V P �� ���s�� @j N �V ��(�� �s^� @j � �V �� � HV � @ j N �V n � ( �%� p
Soluzione esercizio 4. Chiamiano �0� la regione di � 4 delimitatadalle rette �
�
ed
> � e dalla parabola di equazione � 4 � 4 . Cerchiamodi capirecom’ è fatto que-

st’insiemetrovando innanzitutto le intersezioni tra la parabola e le due rette al
fine di scrivere �D� comeunione di due insiemenormali rispetto all’assedelle � .
Mettendo a sistema l’equazionedella parabola e quella della retta �
� otteniamo� 4 � 4 � �
� x � � Y ed � � :� . L’intersezioneconla retta

> � è invecedeterminata
dall’equazione � 4 � 4 � > � chehacomesoluzioni Y ed

:� @ . Allora possiamoscrivere�g� � ��� :����� ��� 4 �� dove� � :��� �Z�
	 �[�
�\��� F Y5� �� ( I ���_ � � #'�&#��B��*� � 4 �� �Z�
	 �[�
�\�]� F �� ( � �� I ���d �� 4 � 4 #'�&#��B��*
La misuradi �l� è allora la sommadellemisuredi �g� :��� ed ��� 4 �� avendo questi due
insiemi interno disgiunto:����� 4 	 �g�+� � /0/2��� 68�g6B� � ����� 4 	 � � :��� � N ����� 4 	 � � 4 �� � �� /0/ ���� ¢¡� 6B�g6B� N /�/ ��� j ¡� 6B�g68� �� /  � @Q = / � >£� 6B�DC¤68� N /  � � @ K / � >� jq>kj 6B� P 68� �� /  � @Q �k�
��� � � � 68� N /

 � � @ n �B�&���24¥�A4 p 6B� �� F � V �A4�� �V � �A4 I
 � @Q N F � V �A4l� � 4H �A( I

 �  � @ �� �V �
¦ � �V �5§ N K �V � � �H � P � K �V �2¦ � �H �5§ P �� �U � � �U � § �_¨e	 �\�
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Abbiamoallora l’areadi � � comefunzionedella variabile �aW©� . Derivando
si ha

¨3ª�	 �\� � §« �­¬ � :« � j ; adesso
¨�ª�	 �\� � YE® §« �¯¬ � :« � j dacui otteniamoche

¨
haun unico puntocritico in � �±°² ³
Questoèovviamenteunmassimoavendosi ´¶µ¶·l�­¸ : ¨e	 �\� � ´¶µ¶·¹��¸�º7» ¨e	 �5� � Y ed
essendo

¨e	 �5��¼%Y perogni � (dal momentoche
¨e	 �\� rappresentaun’area).
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