AMS3 - Tutorato XI|

SOLUZIONI

venerdi28 maggio2004

Esercizio 1. PoichéX ecorntenutanelpianoz—y+z = 1,inognipurto P € ¥ |l
versoe nomale Np coindde conun versoe normae al piano 7, = @(1, -1,1)

oppue conil suoopposto 7, = @(—1, 1,—1). Scagliamoper X I'orientamento

datoda Np = i e compdibilmente conquesb diamosu 9% I'orientamend dato
dallasegguenteparametizzazone:

¢(0) = (cos @,sinf,1 — cos @ + sin @)

SiaalloraF = (zz,yz,zy) il campovettorialeasso@toall’ 1-formadifferenziale
di cui vienerichiestal'integraziore su 9% abkiamo:

F o ¢(t) = (cosO(1 — cos O + sinh), sinO(1 — cos @ + sin @), cos O sin 0)
edinoltre
$(t) = (—sin®, cos 6, sin 0 + cos 6) per 0 < 027

dunque:

2m .
/ a:zda:—i—yzdy—l—xydz:/ Fo¢(t)-d(t)do =
ox+ 0

sin®@  cos® 0] 27 0

3 3

27
= / cos 0 sinf(sinf + cos ) df = [
0 0

Perapplicareinveceil teoremadi Stokese verificarel’'uguaglianzadei duerisultati
calcdiamo anzituto il rotoredel campovettariale F':

€1 € €&
rotF =det | 0, 0, 0, | =(z—y)é1+ (z—y)&
Tz Yz TY

edesendori; = @(1, —1,1) il versoenormalea ¥ abbamo

/ zzdr +yzdy + xydz = / rot(zz,yz,zy) - iy do =
ox+ )

e B0 (1 -1 do = [ 0=
= /E?(m ¥,z —1y,0)-(1,—-1,1)d —[20—0

1



In corclusione oserviamoche scayliendo'altra deteminaziane della normalea
¥ avremmootteruto ugudmente rot(zz,yz,zy) - i, = 0 e dunquelo stesso
risultatofinale.

Esercizio 2. SiaF = (H%, 23297 —y, 2 + ;c2) il campovettariale assgnato e

S, D e~ rispettivamerie la semisfea unitaria nel semispaio {z > 0}, il cerchio
e la circonferenzadi raggio 1. Osserviano preliminarmenteche S U D e una
supeficie chiusadi R* ed andiano adanalzzarei quesiti propasti:

1. Per calcdare I'in tegrale assgnato, dal momentoche F & piuttosto com-
plicatae cheil calolo diretto dell’integrae richiederdbe calcdi eccesswi,
utilizziamoil teoremadelladivergenza

SiaalloraA = {(z,y,z) € R t.c.z® + y?> + 22 < 1, z > 0} abdamoche
0A=SUD

esian la normaleestenaad A, sappamodal teoremadella divergenzache

/ F-ﬁd@:/ div F dos
SuD A

dove con dos indichiamol’integrale di volumee con doy, quello supefi-
ciale. Calcoliamo la divergenzadel nosto campovettariale:

3
- F'

divF:§ %Fi:—1+1:0
=1 9T

edunque:

F-fido =0
SUD
SfruttandoI'additivita dell'integrale otteniamoche:

/ﬁ-ﬁdcz—/ﬁ-ﬁda
S D

dove perdil calmlo dellintegrale al secoxdo membroe dedsamentepiu
immediab di qudlo inizialmenterichiesto. Osserviano chefi €l versore
normak esterm alla superficie A, percui su D risulta 7 = (0,0,—1). Pa-
rametrzziamo D in coordnatepolari (pcosf, psinf,0) con0 <p<1le
0 < 0 27 edabbiano:

/ﬁ-ﬁda:/—z—deo:
D D
2 1 1 2T T
= / (/ —p3cos29dp> d9:——/ cos?0df = ——
0 0 4 0 4

edunquerisulta:
- s
F.fido=—
RS



2. Percalmlare l'integrale assgnato é sufficiente appicare la definizione di
integraledi 1-forme differenziali su curve oriertate. v & la curva di para-
metrizzaziore

#(6) = (cosb,sinb,0) con0 < 2n

percui:

(sinf, —sin @, cos? §) - (—sinh, cos #,0) df =

2T
—sin? 0 — sinfcosdh = —7

o— S

3. Percalolarel'integralerichiestobast ossevarechel’orientazone postiva
di v e compatilile conl'orientazonedellanormaleestena a S, percui
appicand il Teoremadi Stokesed utilizzandoil puntopreceentesi ha:

/rotﬁ-ﬁda:/ wllﬁ:—w
S A

Esercizio 3. Indichiamocon Xt la supeficie del solido D orientatasemndola
normaleesterm N, e calcoiamo

=0 0 0
divE = %F& + a—yFQ + EF{; =

= —ysin(z +y) + zsin(z + y) = (z — y) sin(z + y)

Applicandoil teoremadelladivergenzaabkiamo:

—

Byt (F) :/ ﬁ-ﬁed@:/ divF dos =
ozt D

_ //A ((m—y) sin(z + y) /OM dz) da dy =

= //A(;zc2 — y?)sin(z + y) dz dy

dove A{(z,y) € R? t.c.|y| <z <2 — |y|} edove abdamo usatola formula per
integrali iterati in R® consderando D comedominionommalerispetto all'asse z.
Percalcdarel'integralecosiotteruto operianoil cambiodi variahli

u= x+ 1
T(z,y) :{ v x_Z con | det(7)] =3



senzasoffermarcisui dettadi di quesb cambb di coordnate dal momentoche é
statogia affrontato piu volte in passito condavizia di partcolari (cfr. tutorato 8).
Dunqueess@do A = T(S) dove S = {(u,v) € R’ t.c.0 <u < 2,0 <v <2}

risulta:
2 2 . ]- .
// (z* —y*°)sin(z + y) dzdy = —// wosinududv =
A 2JJs

1 [2 2 1 272 p2
= —/ vdv/ usinudu = = [v_] / usinu du =
2 Jo 0 212]0J0

2
= [—ucosu]%—l—/ cosudu = sin2 — 2 cos 2
0



