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SOLUZIONI
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Soluzioneesercizio 1. Sipong
F= Y2236 + 2ryz3 e + 3zy?Lle;

esiaw = %la I'1-f ormadifferenziak assoétaal campovettorialeﬁ”; si verifica

age/olmentecheﬁ € C'R3 erotF = 0 edaltrettandofacilmente si puo notare
che:
F=Vf con f = zy?2®

percuiw = df risulta esserainal-formaesatain tutto lo spaio. Pertantocome
cos@uenzadel teoremadi Stokeso altematvamerie comeconsguenzadel fatto
chesew e esata suun dominiostellao A si ha:

/w =0 perognicurvachiusa v C A
Y

abbianoche f% w hondiperdedal particolarecamminosceltomaesclusivamen-
te dal purto iniziale P, = (1,1,0) edaquellofinale , = (1,1+/27). Siaallora
Bn il segmerto cheunisce P, e P, averte la sgguenteparametizzazone:

€1+ é+ V2rmtes 0<t<1

si ha:

1 .
dm [ o= [ o= im [ e0)- S0
1
—  lim ((271’)% £3,2(2m)% 3, 3(2m) " t2) (0,0, ¥/2m) dt =
n—+o0o J
1
= lim [ 3@2n)»2dt= lim (2)

n—-+0o0o 0 n—-+o0o

3
n

1

Soluzione esercizio 2. Calcdiamo semratamete l'in tegraledi w sulle tre curve
v; peri = 1,2, 3. Osservamochesuipunt diy sihaz = 0 percui:

2
Y
w= dz + 2yIn(1 + z) dy
/71 /71$+1



Adessg poiche v, é contenutanel piano zy e I'1-formadifferenziak zy——:l dx +
2yIn(1 + z) dy éesattanellinsieme {(z,y) t.c. x > —1} , conprimitiva

F(z,y) = y*log(1 + z)

possamocondudere che:

/ w = F(0,0) — F(1,0) = 0
7
Parametriziamoorail sgmerto v, nel seguerte modo:

Y2(t) =tez  0<t<1

/sz
Y2

(peril semplcefatto che F o 1, (t), dove F(z,y,z) = (Iy—jl, 2yIn(1 + z), :cz),
eil vettore nullo).

Infine consderiamo la curva~s cheuniscei punti (0,0, 1) ed(1,0,0) chepud
essee cosiparametizata

cosidaottenee che:

v3(t) =tei +(1—t)es  0<t<1

[st:/olt(l—t)(—l)dt:/01t2_t:_%

In conclusiore, sfruttandol’ addiivita del’ integraledi 1-forme differenzial, ab-

biamo: )
/w:/ w+/ w+/ w=—=
Y 71 Y2 Y3 6

Soluzione esercizio 3. Cominciamocol ricordarela validita delle seguerti propo-
sizioni:

e otteriamo:

Proposizione 1. Siaws, unal-formadifferenzide di classeC! ( cioeil cuicampo
vettoriale as®ciato F sia C' ) esatasu A C R* aperto= wi. échiusain A,
ovvero F' verificala seguerte idertita:

OF; _ OF;
8xj N 8xz

Vi,j=1,...,n

L'implicazione inversa é validainvece sotto oppatune ipotesi aggiwuntive che
la seguentepropcsizione descive:



Proposizione 2. Sia A unaperp stellao di R* ed w}. unal-formadifferenziale
chiumin A = w}, éesatasu 4 .

Inoltre se A é stelato conpolo =z, allora wi, = df dove f(z) = oo wh
eo (rg,x) indicail sggmentocheuniscei purti z, ed z .

Osservamo che qued’ulti ma proposizione restavalida se sosttuiamo I'ipo-
tesi che A siaun apeto stellato con quelladi essee un aperb sempicemente
CONresso.

Ricordiamoinfine unacaraterizzazionedelle 1-formeesate:

Proposizione 3. wl, éesatasu A aperb conressadi R* < f7 wk = 0 perogni
~ cunvachiusae sempicein A.

Tantopremesopassamoall’analisi dell’eserciio risolvendoi quesit proposti:

1. Consiceriamol’l-f ormadifferenzide assgnata

_ (y3 — m2y) dx + (ac3 — y%) dy
(AJ(]I,y) - (1'2 +y2)2 -

= A(z,y)dz + B(z,y)dy

e osseviamo cheessag definitasu R . 0 e non pud essee estes ad una
1-formadifferenzialedefinitasututto B2 dal momentochesia A(x,y) che
B(z,y) nonsorp cortinue nell'origine (ad esempd percé sonofunzioni
razionali omogere di gracdb —1). Perverificareche w € chiusaoccare
mostrae che 5

ad

La verificaeimmedida, datala simmetriatra A e B, edélascidaallo stu-
dent. Allora abldamoche w e chiusamacio nonci pemettedi condudere
cheé ancle esattavisto che R2 ~. 0 non & un sottinsiemestellao (netanto-
menosempliementeconresso)di R e dungue nonsiamonelle condzioni

di poterappicarela Propcsizione 2 .

2. Siaa > 0 esia vy, = +9B, lacurvaunacui parametizzazionee:

4 (9):{ T = acosf

y = asinf



con 0 < a < 27. Calcoliamol’int egraleassgnato:

21 (i 03 _ 2
/ w:/ (asinf)” — (acosh) a51n0d(ac039)+
o 0
)

ot

(acos8)? — (asinf)?a cos O

0 —
" d(asin @)

B /27r (asin@)? — (a cos0)?asin f
0

o3 (—sinf) +

3 _ (o cin )2
N (acos ) (a351n0) acosé cosfd —

27r
= / —sin? 0 + cos? fsin 9) (cos4 6 — sin? 6 cos® (9) do =
0
27r
= / cos*  — sin* 9)d0:
0

= / cos® 6 — sin 0) (cos2 6 + sin® 9) do =

2T
= / (cos 6 — sin® 0) do = / cos20df =0
0 0

o

3. Siaoray unaquakiasicurva chiusae sempicein R ~ {0} cherappesenti
il bordodi undominio contenene I'ori gine (soganzidmetetaleche"compia
un giro attorro all’origine"). Peril teoremadi Jordan (la cui dimostraione
e molto difficile mail cui enungato e estemamntée'intuitivo"), la curva
divide il pianoin dueregioni apete, unaintemalimitata ed unaestermuilli-
mitata. Sia E' la regioneinternaallora, visto che y éil bordo di un dominio
contnenel'origine, 0 € E. SiccomeE eun apeto, esidera a > 0 suf-
ficientementepiccdo taleche B, (0) C E (cioé la noste regione contiene
un disco chiuso di centio I'ori gine e raggiooppatuno). Secorsideramola
regione

Q= E \ B,(0)

la cui frontieraé 02 = v U 0B, = 7y U v, , Utilizzana il teoremadi
Stokes (o0 meglio un suocasoparticolarein R rapgresenatodal teoremadi
Gauss6Green) edil fatto che w € chiusarisulta :

/ w—/ w-/ [ A(z,y) — aB(w,y)] drxdy =0
N YUYa y 0
edunque:

fe=-1.

g o

eperil punto precedene possamoconcludereche

/w:()
y

4



perognicuna v chiusae sempliein R \ {0} cherappeseti il bordodi
un dominio contenentel’ori gine.

. Vogliamooramostrae che w(z,y) & esattautilizzandola Propos#zione 3.
Abbiamovisto nel punto precdene chese v € unacurva chiusae sempli-
ce che"compie un giro attarno all’'origine”, allora I'integraledell’1- forma
ass@natalungo il cammino v vale 0. Restaallora da analzzareil caso
in cui v & unacuna chiusa cherappresentail bordodi un domirio di B
non contenentel’orig ine; si pud mostrae che v € contenutain un sottado-
minio stelato di R? \. {0} (tale dimosrazione potrebbepresentae quakche
difficolta tecrico-formale ma e sempli@ corvincersi della validita dell'af-
fermazone); sutale sottadominiovalel'equivalerzatra esatezzae chiusura
percuila nostraw(z,y) € esattaessedoivi chiusa e dunquel’integralesu
ogn camminochiuso é nullo.

Concluiamodungue che w(z,y) € esattasu® \ {0} e dunque ammette
unaprimitiva; esige dunque f(z,y) taleche w = df ovvero talechesono
verificate le sgguenti equazoni alle derivate parzidi:

3 2

0 — — Yy -z7y
awf(way) - A(‘Iay) - (w2+y2)2

3_,2
a%/f(xay) = B(.’E,y) = (224—@2;}2

Potremmoallora integrarele due equazioni alle detivate parziali e trovare
unatale f. E peropil corvenient, datala natuia di queste equaioni, stu-
diareil probemaconl'ausilio delle coordnatepolari. Supporiamoalloradi
concscereunaprimitiva f dellanosta 1-formadifferenziale w e definia-
mo unanuovafunzione g ottendaesprmendola f in coodinaie polari nel
segguente modo:

9(p,0) = f(pcos b, psin)

Vediamoquali condzioni sulla g impongono le condizioni sulle deriva-
te parzili della f, utilizzandola regola di differenziarzione di funzioni
compastein R*;

gp = %f(pcos@,psinO) =

= 2f(p(:OSQ,psinH) cos 6 + agf(pcos&psinﬁ) sinf =
Y

or
. 3 _ 2 .
_ (psin®) (pp4cos 0)*psinf cos 0 +
3 (peaind)2
n (pcos ) (p4$m0) pcosf sing —
P
B sin 63 cos 6 — cos 62 sin § + cos 62 sin — sin O3 cos § _0
P



edanal@amentetteniamounaequazioneperla varialle 6:

B .
90 = 5gf(pcosd, psinb) =

= 3f(pcos@,psinQ)(—psinH) + %f(pcosO,psin@)(pcosO) =

ox
_ (psin )3 — (54(:05 0)2psin9(_psin9) n
3 (peinf)2
n (pcosB) (;sm@) pcose(pcos 6) —

= (sin® 0 — cos®fsinf) (—sind) + (cos® @ — sin” O cos 6) (cos §) =
= —sin® 0+ cos? 0sin® 6 + cos’ @ — sin® O cos® 0 =

= cos*f —sin*f = (cos2 6 — sin? 0) (0052 6 + sin? 9) =

= cos?6 —sin? 0 = cos 20

Dalla prima equazioneotteriamo che g non dipende dalla variakle p (e
costanterispeto ad essaedintegrandola secandanellavariabile @ risulta:

sin 20
2

9(p,0) =

In conclsiore dobkiamoricavarela f riscrivendola g in coordinate carte-
siare,cioein terminidi pcos 8 e psin@; abbiamoche:

. sin 20 _ 2cos@sinf

9(p,0) = 5 = 2 = cosfsinf =
= 7pcos92psm€ = f(pcos@, psinb)
p
e dunquerisulta:
Yy
flz,y) = 2 tg?

e si puo facilmenteverificareche questaé effettivamenteunaprimitiva per
w.



