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SOLUZIONI

mercoledil9 maggio2004

Soluzioneesercizio 1. Lacurva«y éespresain coordinatepolai dallacondgzione:
p(0) = a(1 + cos @)
percui hala seguenteparametizzagone:
v(0) = (p(8) cos 8, p(f)sin ) 0 € [0, 27]
Calcoliamola normaeucideadelladerivatadi v(#):

17(6) 1=l (hcos & — psin, psind + pcos) || = /p? + p* =
= \/(—asinﬁ)2 + a2 (1+cosb)® =/2a? + 2a2 cos O =
= avV2V1+4cosh = 2a

0
cos —
2

Allora abbiano:

L('y):/()27r2a

Soluzione esercizio 2. La curva v € otteruta intersecawnlo il cono di equaione
z? = 222 + 1y? conil piano z = z — 1 percui sosttuend I'espressbnedella
z nellaprimaequaziore otteniamo:

2 9 12 y2 2 4 9 y2 0 x—2 2 y2 1
27 =20z -1+ T = 2t —de -2+ 5 <\/§> +<2>

Ricaviamo allora da quesa equaione e da quella riguardarte la variabile z una
immediataparametrizazionedi -y

T 71'
cosg d0:4a/ cos€d9:8a sing = 8a
2 o 2 2],

z =2++/2cosh
v(@) =< y =2sind
z =z(0)—1=14+2cosh

con @ € [0, 2m). Abbiamodunque:



| 4(8) |=|| (—V2sin8, 2cos B, —v/2sinh) | = 2

e quindi in conclsiore:

27
/$y2d1:2/ (2 + V2 cos 0)(25sin )2 df =
o 0

2T 2T
= 16/ sin29d0+8\/§/ cosfsin’0df = --- = 167
0 0

Soluzione esercizio 3. Parametriziamoinizialmente,comerichiesto,il cono C
comegrafico di unafunzione f avent dominioin F. La scritturadi C' come
forniita nel testosuggeiscela scetadi f(u,v) = vu? + v%. Abbiamoallorala
sguente paranetrizzaione(o psewoinclusiore):

r =1U
Clu,v) =< y =

z = f(u,v) = Vu2 + 0?2
dove = ed y variano,apriori, nel cerchb unitaiio centiato nell’origine cheindi-
chiamocon B; (0) (dal momentochez € [0.1] ). Osseraimo peroche f noné
C' nell'origine percuifaremovariare z ed y in A = B;(0) ~ B.(0) (cone < 1)
perpoi mandae e a0 edottenerel’integralerichiesto. Calcoliamo orale derivate
parzali della nostia pseua-inclusionre:

dacui otteniamo:

i jk
Cu/\Cv = 10 fu = (_fm_fval)
01 fy

percui

| CuAColl=Il (= fu, = fo, 1) II= V1I+ fa + f7 =

2 2
u v
~ 1+ (o) + (o) =2
\/ Vu? 4+ v? Vu? + v?
Avendoora tutti gli strumeni neassari apllichiamo la definizione di integrale
supeficiale all'integraleassgnato:

/ (z2+9%)" da:/ (u? +03)" | Cu A Cy || dudv =
(& B1(0)

= lim (u2 + v2)n V2 du dv
e—0 A



Passand@raacoordnatepolari (pcos, psind) su A (chericordiamoessereaina
cororacircolare centrdanelloriginee aventeragg 1 ed e < 1) otteriamo:

1 2T
/ (22 +y*)" do = V21lim (/ p2"+1,d9> dp =
C 0

e—0 €

on+2 71
= 2v2xlim |2 _ Vr
e—0[2n+2], n+1

Swlgiamoorainvecel’int egraleassgnato consiceranad C' comeunasupefi-
cie di rotazione. La curvanel semipanodi equaziore y = 0 ed z > 0 dacui e
otterutaC' tramiteunarotazonedi angolo 27 é:

v(t) = (u(t),v(t) = (¢,t) cont €[0,1]

che non é nient'altro che il sggmentoche unisce l'origine ed il punto (1,0, 1).
Abbiamoallora la seguente parametizzazioneperC:

z = u(t)sinf =tsinf
d(t,0) =< y = u(t)cosf =tcosb
z =)=t
dove (t,6) € [0,1] x [0, 2x] . Abbiamo quindi:

de(t,0) = (u(t)sinb, u(t) cos b, v(t))
¢9(t,0) = (u(t)cos @, —u(t)sinb,0)

e sviluppanda la matriceformale cherappresentail prodotto vettariale (anabga-

mentea quarto fattoin precelenza otteriamo:

I u Ao || =1 (wdsinf, ui cos 0, —ui) || =
= w(t)Vi2+9? = V2t

Osserando che la formula sopra riportata € valida in geneale per qualsasi su-
perficie di rotazione ottenuta da unacurva nel piano y = 0 con z(t) > 0 (cosi
comeeé valida quella otteruta in precalenzaper le supefici di " tipo grafico"),
condudiamocol calcdo dell’ integrae assgnato:

/C (22 +42)" daz/o1 (/OthQ"dO) V2tdt =

D N \/i/n-

n+1

Soluzione esercizio 4. La porzionedella sferaunitariadi BB cortenut nel semi-
spazoz >0 é:

S={(z,y,2) ER3tc. : 2>+ 9> +2°=1,2>0}
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Parametrizamo questasuperficie utilizzardo le coordnatesferiche:

x = cosfsing
U(0,¢) =< y = sinfsing
z = cos¢

dove (0, ¢) € [0,27] x [0, §] (visto checonsderianosolola semisérasugeriore).
Abbiamoquindi le seguenti derivate parzali:

Uy(0,¢9) = (—sinfsing, cosfsing, 0)
Uy(0 ¢) = (cos@cos¢, sinfcos¢p, —sing)

dacui, sviluppardo la matriceformaledel prodotto vettotiale, otteniamo:

| Tg ATy || = (—cos@sin® ¢, — sinOsin® ¢, — sin ¢ cos @) || = sin ¢
L’ integraleassgnatodivieneallora

1 I sing
. o= _ P 19 do =
/5.2:2—I-y2—2 7 /0 (/0 sin? ¢ — 2 ) ¢

3 sin ¢ 3 sin ¢
= 2 ———dp = -2 ————d¢ =
7T/0 sin? ¢ — 2 ¢ 7r/0 cos?¢p+1 ¢

vl

s 71-2
= 2m[arctan(cos ¢)|; = —5



