1.1 Rispostecommentate

1.1.1 Il quozientee 5, il restoe 22, eil significatodell’operazionecompiutae espressalalla
relazione:237= 435+ 22 essend@videnteche22 < 43.

1.1.2 Questoeserciziopur nellasuasemplici, € istruttivo. Cominciamoconsiderandda
ternadi numeril, 2, 3;i restidelladivisioneper 3 sonorispettvamentel, 2, 0; prosguendo,
troviamoternedi numericongli stessiresti1, 2, 0 chesi ripetonoperiodicamenteDunque
un solonumeroper ogniterna(il terzo!) hacomeresto0, cioe e divisibile per3. Sitrovano,
in conclusioneguestirisultati:

e Numerodei multipli di 3: 200;
e Numerodei multipli di 4: 150;
e Numerodei multipli di 12: 50.

Peri multipli di 17 si proceden modoanalogo,ma poiché 600 non & multiplo di 17, si
deve farela divisioneconrestodi 600per17: il quoziente 35 (eil restoe5).

Il numerodegli interi divisibili per3 o per4 & ugualeallasommadel numerodegli interi
divisibili per3 conquelli divisibili per4, diminuitadel numerodi quelli chesonodivisibili
per3 e per4, cioe per12. Nel nostrocasosi hadunque:(200+ 150) — 50 = 300.

1.1.3 L'ordinamentorichiestoe, evidentementeil seguente:—3; —1; 0; 0,003; 0,19; 2/5;
0,91 chepud essermpportunamenteisualizzatomediantda “retta dei numeri”.

1.1.4 Le duefrazioni3/7 e 4/5, ridotte allo stessalenominatore,dentanarispettvamente:

15 28
357 35°
E evidentechela primae minoredelle secondag anchefaciletrovareunafrazioneinter
media(ad esempio20/35). Anchela mediaaritmetica,cioe la frazione43/70 € compresa
fra le duefrazioni assgnate. Un’altra ideaper trovare unafrazioneintermediaconsistenel
sommarenumeratorie denominatorisi verificasubitochelafrazione% = 112 eintermedia
frale duefrazioniassgnate.

1.1.5 Unafrazioneirriducibile 2 si pud esprimerecomenumerodecimalefinito (cioé come
frazionechehaperdenominatoreinapotenzadi 10) quandoe soltantoquandoil suodeno-
minatorecontienesolo fattori 2 e 5. In casodiversola “divisione conla virgola” non puo
concludersile successie cifre vengonodeterminateynavolta esauritde cifre del dividen-
do, aggiungendda cifra O ai resti; mai restidiversi,seil divisoree b, possonaesseral piu
in numerodi b — 1 (infatti, il restonon pud esseraigualea 0). Dunquevi sa@a unrestoche
siripete,dopodicle le cifre si ripeteranngeriodicamentell periodoalloranonpud superare
b—1.E faciletrovareesempin cui il periodoeb— 1. Consideriamoadesempiola frazione
3/7; il risultatodel calcoloé 0,42857342873.. con periodo6. Esempiodi tipo opposto:
5/6 =0,8333.., conperiodol.
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1.1.6 Il numeroassgnatosi presentagia scompostan fattori primi. Fraquestifattori non
compareil 17, chee un numeroprimo. Allora il numeroassgnatonon e divisibile per17.
L'esercizioci ricordachela decomposizionéli un numeroin fattori primi € unica(a meno
dell’ordinedeifattori).

1.1.7 Sex e lo stipendioiniziale di un dipendentedopo I'abbassamentguestodiventa
X—X-0,08=x-(1-0,08), dopoil rialzodiventax- (1—0,08)-(1+0,08) = x- (1—0,0064);
pertantdo stipendioallafine, rimaneadun livello leggermenteiu bassali quelloiniziale.
1.1.8 Ognidivisorecomunedei duenumerideve esserancheundivisoredellaloro differen-
za; nel casospecifico,deve esseraun divisoredi 10002— 9999= 3; & immediatoverificare
cheg3 e effettivamenteun divisorecomunedei duenumeri;percb essceil M.C.D.
Suquestoprincipio € basatd’algoritmo di Euclideperla ricercadel M.C.D.
1.1.9 Sihan®—n=n(n’-1) = n(n—1)(n+1); il numero& dunqueprodottodi 3 interi
consecutii; essce certamentalivisibile per2 e per3, dunqueper6.
1.1.10 Si deve avere benpresenteche per due numerireali positvi X,y e per un qualsiasi
interopositivo msi ha

X" <y™" seesoltantose x<y.

Nel nostrocaso prendendan = 6, si hachela disuguaglianz&/3 < 3Y/2 equivalealla
(51/3)8 < (31/2)8, ciog alla5? < 3% maquestad vera,essend®5 < 27. Dunquee veroche
il maggioredei duenumeripropostié 3/2.

1.1.11 Teniamopresenteheseé b > 1 e sex ey sononumerireali positivi, la disuguaglianza

x<y eéequivalentealla log,x<log,y.

Prendiamox = 10", conminteronaturaley = 3748279 Allora

m < log;;,3748279 seesolose 10™ < 3748279

Il maggioreintero m per cui vale quest'ultimadisuguaglianza 6. Il ragionamentache
abbiamdfatto ha,in real, portatageneraleed € cosabennota: la parteinteradel logaritmo
decimaledi uninteropositvo N € ugualeal numerodelle cifre decimalidi N diminuitodi 1.
Dunque Ja parteinteradi log;,3748279% ugualea 6.

1.1.12 Ogni divisorecomunedi dueinteri € anchedivisoredellaloro differenza;pertanto,
ognidivisorecomunedi n edi n+ 2 e undivisoredi 2; allora,i casisonodue:n edn+ 2 sono

loro.

1.1.13 1l ragionamentswlto nel testoperprovarechey/2 &irrazionalesi applicaalla lettera
per dimostrareche /3 & irrazionale,osserandochese p & un intero naturaletale che p? &
divisibile per3, alloraanchep & divisibile per3.
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1.1.14 Larelazionelog,5 = p/q, con p e q interi naturaliequivale alla 2P/9 = 5, ciog alla
2P = 54, maquestaelazionee assurdaerl’'unicita delladecomposizioné fattori primi.

* % *

1.2.1Siha:14+2+4+3=6;7+8+9=24,.... In generalela sommadi tre interi consecuti,
ciogil numeron+ (n+1)+ (n+2) = 3n+ 3= 3(n+1) edivisibile per3.

La sommadi quattrointeri consecutii si pud scrivere: n+ (n+ 1)+ (n+2) + (n+
3) = 4n+ 6 e certamentenon € divisibile per 4. Passiamoa cinque interi consecutii:
n+(n+1)+(n+2)+(n+3) + (n+4) = 5n+10= 5(n+ 2) e otteniamoevidentementein
numerodivisibile per5. L’enunciatoci stimolaad ottenereunarispostageneraleriguardante
la sommadi k interi consecultii; si ha:

1
n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+...+(n+k—1) =nk+(1+2+3+...+k-1) :nk+§k(k71) .

Sivedealloracheperk dispari,essendd — 1 pari, 'espressionacrittae divisibile perk,
mentreperk pari,essendd — 1 dispari,'espressione divisibile per %k, manonperk.

1.2.2 Siha:n?—4n+3 = (n— 1) - (n— 3); questoprodottoe divisibile per7 (che& numero
primo) quandce soloquandaunodeifattorilo €. | numericercatisonodunquequelli percui
n—1=7-k cioen=1+7-k(k=0,1,2,3,...),oppuren—3=7-h, cioen=3+7-h(h=

0,1,2,...). Notiamochequestidueinsiemidi numerisonodisgiunti.

1.2.3 Siintuiscecheil risultatosa® piu grandequandonel prodottovengonoaccoppiatil

maggioreconil maggioreeil minoreconil minore.Dimostriamodunqueche

ab+ab >ab+ab;

gquestaelazioneequialealle seguenti:

alb-b)+a(('—-b)>0; ab-b)-a(b-b)>0; (a—a)(b-b)>0.

Quest'ultimae evidentementerera. Peril casogeneraleindichiamola soluzionesoltan-
to in termini intuitivi. Sedueelementidi A, a,a cona < a vengonomoltiplicati per due
numeridi B, b,b’ tali cheb > b/, possiamascambiareéb conb’ aumentandda sommacom-
plessva, comeabbiamaodimostrato.Cod, permezzodi successii scambi,possiamdareim
modochegli elementidi A venganomoltiplicati per quelli di B che corrispondonaad essi
nell'ordinamentog cio sempreaccrescendi valoredellasommacomplessia. Al contrario,
si potra ottenere con successii scambichefannodiminuire la sommacomplessia, chegli
elementidi B si segguanoin ordineinversorispettoa quelli di A chesonocon essiassociati
conla moltiplicazione.
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1.2.4 Supponiamoper assurdogchela primadelle frazioni siariducibile; allorac’e unin-
terok > 1 talechea=ka’, b = kb”; maallorasi ha: ab—ab = k(a'b” —a’b’) # +1.
Analogamentesi procedeperla seconda.
Dimostriamochesea/b e & /b’ sonofra loro associateanchea/b e (a+a)/(b+b') lo
sono;bastafareun piccolocalcolo:
(a+d)b—a(b+b)=ab—ad=+1.

La teoriadelle frazioni associatee molto elegante; ad esempio,si pud dimostrareche
partendodalle duefrazioni 0/1, 1/1 e applicandaopiu volte quellastranaoperaziongcheé

unainganneole addizione)
aad a+a
b’ by b+ b/

si puo ottenereunaqualsiasifrazioneirriducibile convalorecompresdra 0 ed 1.

1.2.5Sappiamachedalle due disuguaglianzénello stessasenso!)a < b, ¢ < d si deduce:
a-+ c < b+d; pertantonel nostrocaso si ha:

23+ (—1,6) <x+y

cioe 0,7 < x+y; procedendan modoanalogoperl'estremodestro si ottiene:

0,7<x+y<11.

Peraverei limiti di variabilitadi x—y, bastatenerepresentechex —y = x+ (—y). Oc-
correalloratrovarei limiti di variabilita di —y; poiché passandagli oppostii sensidelle
disuguaglianzsiinvertono,si ha

(%) 14<-y<16

percd procedend@omenel primo casosi ottiene:

37<x—-y<41.

Perle altre duelimitazioni, la via piu sbrigativa &€ quelladi ridursi a disuguaglianzéra
numerinon negativi; prendiamadunguela seconddimitazionenellaforma (). Daquestae
dallaprimalimitazionesi ha:

23-14<x-(-y) <2516

cioe:
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23-14< -—xy<25-16
e,infine:

~25-1,6<xy<-23-14.

Perottenerela quartalimitazione, ricordiamoche sea e b sononumeripositii, la di-

suguaglianza < b equiale alla% < % Ritorniamodunqueancoraalla (x); passandai

reciprocisi ha: ﬁ < _iy < 1%1. Facendmraintervenirela limitazioneperla x, si ottiene:

2,3 X 25
<<=
16~ y— 14
ciog, infine:
25 x 2,3
— << - .
14y~ 16
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