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1 Introduzione

La relazione che, in un investimento lega 1’evoluzione del tasso di inter-
esse rispetto alla maturita dell’investimento stesso, viene detta struttura a
termine.

Focalizzeremo il nostro interesse su quegli strumenti finanziari detti a
reddito fisso ed in particolare sulle obbligazioni. Queste sono dei contratti in
base ai quali chi investe diventa a tutti gli effetti creditore dell’ente che ha
emesso 1 titoli, il quale si impegna a restituire, nei tempi stabiliti a priori,
I’ammontare del debito piu I'interesse precedentemente pattuito.

La funzione di sconto d(t) é quella curva che descrive la struttura a ter-
mine dei tassi dei interesse e ci permette quindi di attualizzare il valore del
denaro: in generale il valore attualizzato X, di una certa quantita di denaro
X7 al tempo T sara

Xo = Xrd(T) (1.1)

In altre parole la (1.1) rappresenta la quantitd di denaro che occorre de-
positare in banca al tempo t = 0 per avere una quantita di denaro X7 al tem-
po T. Tvalori della funzione d in un insieme finito di istanti d(¢,), d(t2), ..., d(ty)
sono chiamati fattori di sconto (discount factors).

In generale, un’obbligazione di valore nominale V', con cedole di pagamen-
to C, maturita 7', e tempi di pagamento t1,ty,...,ty = 7T, avra un valore
attualizzato pari a:

Cd(t,) + Cd(tz) +---+ (C + V)d(T) (1.2)

Piu in generale, la funzione di sconto e le quantita ad essa legate, possono
essere descritte matematicamente come funzioni di due variabili, per poter
modellizzare la loro evoluzione nel tempo. Il valore al tempo ¢ di una quantita
unitaria di denaro che sara ricevuta al tempo T' > ¢, & dunque d(¢,7T). La
curva dei rendimenti, o struttura a termine dei tassi di interesse R(¢,7") puo
essere definita mediante la seguente relazione:

1

d(t,T) = e T-HRET) o R(t,T) = —7—

Ind(t,T)

e rappresenta quindi il tasso di interesse su una quantita unitaria di denro
che verra ricevuta al tempo 7', con composizione continua degli interessi
(continuous compounding). Se consideriamo il futuro come certo, quindi se
assumiamo che tutti i tassi di interesse (R(¢,7")):<r siano noti, allora in una
situazione senza opportunita di arbitraggio la funzione d(¢, T') deve soddisfare

V t<u<s d(t,s) = d(t,u)d(u, s).



Da questa relazione si ricava anche 'uguaglianza d(¢,t) = 1, e segue che se d
é regolare, esiste una funzione r, tale che

T
V t<T d(t,T) = exp (—/ rsds)
t

e di conseguenza
T

—_— 1.
T—1) rsds (1.3)

La funzione r; & interpretata come il tasso di interesse istantaneo o tasso
spot. In una situazione di incertezza la (1.3) non é sempre vera. Al tempo
t i futuri tassi di interesse R(u,T) per t < u < T non sono noti: tuttavia, ¢
lecito ritenere che esista una certa relazione tra i diversi tassi di interesse e
lo scopo della modellizzazione é appunto determinarla.

Un’altra quantita importante é il tasso forward. Si definisce tasso forward
istantaneo f(t,s) per t < s il tasso di interesse istantaneo al tempo s come
anticipato dal mercato al tempo t [12]. Tale tasso é legato alla funzione di
sconto dalla relazione

R(t,T) =

d(ta T) =e ftT f(tas)ds'

D’altra parte, assumendo la derivabilita della funzione d(t,T), il tasso for-
ward istantaneo puo essere definito dalla relazione

f@t,T)= _6% Ind(t,T)

L’evoluzione dei tassi di interesse non € certamente deterministica, ed
é solitamente modellizzata, in un contesto probabilistico,come un processo
aleatorio. I modelli che abbiamo approfondito sono "ambientati” in un futuro
incerto: i tassi di interesse non sono noti a priori, quindi penseremo al tasso
spot nei termini di un processo aleatorio, in particolare un processo di diffu-
sione. Lavoreremo supponendo che non esistano opportunita di arbitraggio,
cioé che chi investe non abbia mai la possibilita di ottenere dei guadagni
senza rischio.

Per ottenere questo, si suppone l’esistenza di una probabilitd P*, sotto
la quale i prezzi dei titoli scontati siano delle martingale. In particolare si
assume in questo contesto che

d(t, T) = E* [e* I Tsds\Ft] (1.4)

E’ importante osservare che né la funzione di sconto né i tassi di interesse
sono direttamente osservabili, ma devono essere stimati a partire dai dati che
sono disponibili sul mercato.



Il principale scopo di questa tesi é quello di studiare alcune tecniche di
stima della struttura a termine dei tassi di interesse, partendo dalle “osser-
vazioni” quotidiane dei prezzi delle obbligazioni. Alcune di queste tecniche
sono quindi state implementate a partire dai dati del mercato obbligazionario
italiano dei titoli di stato.

2 I modelli

2.1 I modelli parsimoniosi

La specificazione di un modello matematico per la struttura a termine dei
tassi di interesse per un fissato istante ¢, prende in generale il nome di modello
cross-sectional. Date le relazioni che sussistono tra la funzione di sconto
d(t,T), il tasso di interesse R(t,T’) ed il tasso forward f(¢,7"), parleremo di
modelli cross-sectional quando si stabilisce una forma funzionale rispetto alla
variabile T" per una di queste funzioni. Una classe di modelli particolarmente
utilizzata, € costituita dai modelli parsimoniosi. L’idea di base di questa
classe di modelli, é quella di imporre a priori alcune proprieta della funzione
di sconto, o del tasso forward, e contemporaneamente di cercare di limitare
il numero dei parametri che determinano la forma funzionale. Tali parametri
devono essere quindi stimati a partire dalle quantita osservate.

Nei risultati successivi utilizzeremo in particolare il modello di Svensson,
dato da

FT) = fs(T —t;2) = 21+ (20 + 23(T — 1)) e 7D 4 24 (T — t) e72T)
(2.1)

dove T & la maturita e z = (21,...,2) € un insieme di parametri tali che

z1>0,29>0ce 2_2 > 0 da cui segue che la funzione di sconto ¢é

d(t,T)=ds(T —t;z) = exp|—zT + 2 (e —1) + Bpe=T 4 Z—g (e — 1)+
z5 z5 Ry

2/ 24 4
Ppe =T 4 2 (g =T _ 1)

3 Modelli per il tasso spot: il modello di Va-
sicek e di Vasicek generalizzato

Una delle tecniche maggiormente utilizzate per modellizzare I’evoluzione della
struttura a termine dei tassi di interesse, consiste nell’assumere che il tasso
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spot risk-free, sia un processo stocastico markoviano, particolare soluzione di
un’equazione differenziale stocastica. Uno dei piti noti modelli é il modello
di Vasicek. Tale processo ¢ un processo che segue lo schema di Ornstein-
Uhlenbeck, con drift lineare e coefficente di diffusione costante.

{ dry = (o — pry)dt + odB; (3.1)

To =T

dove «, 3,0 sono costanti non negative, mentre B; ¢ un moto Browniano
standard. La soluzione di questa equazione differenziale stocastica ci da
I’espressione esplicita del tasso spot:

t
ry = re P4 %(1 —e )+ ae_ﬂt/ e’ dB,. (3.2)
0

Questo ¢ un modello gaussiano, e 7, si distribuisce secondo una legge normale

2

ry ~ N (r e Pt 4+ %(1 —e P, ;_5 (1 — e‘mt)> )

Si pud dimostrare [12] che il prezzo dell’obbligazione per il modello di Vasicek
e

— BT — e BTV
P(t,T) = exp (# [Reo —7¢) — (T — t)Roo — 02 { 6453 ) )

dove R(7,71y) € la curva dei rendimenti, e Ry = lim, o, R(7,y) rappresenta
il tasso a lungo termine.

E’ un modello molto usato perché, grazie alle sue proprieta gaussiane, ci
permette di ricavare analiticamente tutte le quantita di interesse finanziario,
ma allo stesso tempo non € nulla la probabilita di ottenere da questo modello
dei tassi di interesse negativi, il che é un evidente svantaggio.

Naturale estensione del modello di Vasicek ¢ appunto il modello di Vasicek
generalizzato:

(3.3)

To=T.

{ d?“t = (Ott — ,BtT't) dt + O'tdBt

In cui le variabili che costituiscono sia il drift che il coefficiente di diffusione
sono funzioni dipendenti dal tempo. La soluzione ¢ data da

t
r,= e Kt (7" +/ eXu (apdu + audBu)>
0



dove K; = f(f Bsds. Questo modello continua a mantenere le proprieta
gaussiane infatti

t t
ry ~ N (e_Kt (7“ +/ eK“ozudu) ,e_QKt/ 621{”03) .
0 0

Il prezzo dell’obbligazione sara in questo caso dato da
P(t,T) = E [e_ I "ud“} = (3.4)
= €xp [_rtB(ta T) - A(ta T)] te [Oa T]

dove .
B(t,T) := / K=K gy,
t

T U s
A(t,T) = / du/ [e(KS_K“)aS—/ e(_KS_K“J’ZKy)a;dy ds.
¢ t ¢

3.1 Il modello di Vasicek-Svensson generalizzato

Poiché la curva dei tassi forward varia nel tempo, risulta di notevole im-
portanza lo studio di modelli che caratterizzano I’evoluzione temporale di
tali curve. Di particolare interesse abbiamo trovato il legame tra le curve di
Svensson e il modello di Vasicek generalizzato. I risultati ottenuti da Fil-
ipovic [6] permettono di identificare un processo di diffusione consistente con
il modello di Svensson

ft,T) = fs(T —t,2) = 21+ (20 + 23(T — 1)) e T 4 2 (T — t) %D

(3.5)
che corrisponde ad un modello di Vasicek generalizzato per il tasso spot.
Utilizzando le proprieta dei processi di diffusione abbiamo riottenuto esplici-
tamente tale risultato. Consideriamo il modello di Vasicek generalizzato (3.3)
dove

ap = zze B4 zie P 4 22 0 = \Jzazse By = 25 (3.6)

Sappiamo che, per definizione, il tasso forward é dato da:

f,T) = _8% In (P(t,7T))

Utilizzando i risultati precedenti, possiamo calcolare il tasso forward esplici-
tamente, mediante la formula

e _a _TtB(t7T) _A(t7T) —
fT) = —o5n[e = (3.7)
0 0



con A(t,T) e B(t,T) come viste nel paragrafo precedente, dato che in questo
caso la forma funzionale di a4, oy, B; & fissata. Quindi a partire dalla (3.3),
imponendo la (3.6), dalla (3.4) e (3.7) si ha

ft,T) = e 42y 7T (T —t)+ 24 25T (T —t) + 2 — 2 D) (3.8)

Considerando ora il modello di Svensson (3.5) in cui i parametri dipendono
dal tempo

(5

[.T520) = 200 + (20 + ZO(T = 1)) e 4700 4 7T — t)e 47T

(3.9)
e poiché
re=ft.t,2) = 2" + 2
si ricava il risultato desiderato assumendo che
2V =z 2P =ri—z; 2 = e (3.10)
Zt(4) =z e Zt@ = Zs5; Zt(s) = 225. (3.11)

Sostituendo infatti la (3.10) e la (3.11) in (3.9), si ottiene
ft,T:2) = 2 — 267307 o700 o 0e=25T (T — ) + 2467257 (T — t)

che coincide con la (3.8).

4 Alcuni metodi di stima

4.1 Stime cross-sectional

Consideriamo un’obbligazione caratterizzata dalla maturita T', cedola C, date
di pagamento delle cedole 7 = (7q,...,7,) e prezzo P, (¢t,T). 1l valore
di tale obbligazione puo essere espresso come il valore di un portafoglio di
obbligazioni zero-coupon scontate e dunque

PT,C(t, T) = zN:CP(t, Ti) = ZN:Cd(t, Ti)- (41)

Assumeremo che t = 0 e quindi P;¢(0,7) = P, ¢(T). In generale, le
procedure di stima cross-sectional della struttura a termine dei tassi di inter-
esse che utilizzano i prezzi delle obbligazioni quotate, si riducono alla scelta
di una famiglia di funzioni dipendenti dal parametro finito-dimensionale z €



Z C R, ed alla conseguente stima di tale parametro ottenuta genericamente
mediante la minimizzazione della somma dei residui quadratici

N
. 2
St = Z [PT(J‘J,)C]' (TJ) - PTj:Cj (TJ)]
=1

dove Pf(jj,)cj (T;) j=1,...,Nsonoiprezziosservatie P, ¢,(T;) j=1,...,N
i prezzi derivati dal modello assunto tramite la (4.1). La quantita S? puo
essere minimizzata utilizzando una procedura di minimi qudrati non lineari
vincolati.

La stima cross-sectional utilizza i prezzi delle obbligazioni in un singolo
istante di tempo, cio fa si che che il modello cosi stimato produrra la miglior
stima (nel senso dei minimi quadrati) per la struttura a termine relativa ad
un solo giorno. Da notare perd che la stima dei parametri pud anche essere
difficile e che i parametri stimati non sono stabili nel tempo.

Per stimare i modelli sopra descritti, sono stati usati i dati del mercato
obbligazionario italiano, del periodo che va dal 26/8/98 al 21/11/00 per un
totale di 323 giorni. I dati ottenuti da Datastream!, sono formati esclusiva-
mente dai titoli in vita nel momento in cui sono stati scaricati e comprendono
dai 98 titoli quotati il 21/11/00 ai 62 titoli quotati il 26,/8/98.

La stima dei parametri z,..., 25 del modello di Svensson (2.1) é stata
ottenuta minimizzando la quantitd S? con la routine Isqnonlin del software
di calcolo Matlab 6.0. Poicheé si tratta di un problema di minimizzazione
non lineare, il punto di partenza dell’algoritmo é risultato molto importante,
come abbiamo potuto osservare nella pratica. Abbiamo dunque sperimen-
tato differenti strategie per la scelta del punto iniziale (29, ...,20). Il primo
insieme di risultati ¢ stato ottenuto prendendo (29, ..., 2{) come unico punto
di partenza per tutti i giorni di contrattazione. Tale punto é stato ottenuto
come la migliore approssimazione (nel senso dei minimi quadrati) del model-
lo di Svensson alla stima della curva forward ricavata con un metodo molto
utilizzato basato sulle funzioni spline. Nel secondo insieme di risultati, come
punto iniziale per la stima dei parametri relativi al giorno ¢-esimo, abbiamo
utilizzato la stima ottenuta nel giorno ¢ — 1, mentre per il primo giorno abbi-
amo considerato lo stesso punto di partenza del caso precedente (2?,...,22).
Il terzo gruppo di risultati deriva dall’aggiornamento ogni 30 giorni del punto
di partenza, mentre per il quarto gruppo ¢ stato effettuato I’aggiornamento
di (29, ...,22) ogni 5 giorni di contrattazione.

La prima, la terza e la quarta strategia portano a risultati simili: il residuo
medio e la deviazione standard di residui € molto simile per tutti e tre i

1Societa del gruppo Thomson Financial, che si occupa di consulenza finanziaria.
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Figura 1: A sinistra sono rappresentati gli andamenti dei parametri z1, . . ., zg,
ottenuti con la prima strategia, secondo questi colori: z; =blu, 2o =rosso,
z3 =nero, z, =verde, z5 =viola, zg =giallo. A destra i residui dello stesso
metodo.

metodi, mentre questi valori crescono molto quando aggiorniamo il punto
iniziale ogni giorno, ovvero con la seconda strategia.

4.2 Stime dei parametri dei processi di diffusione

L’approccio classico per affrontare il problema di stima dei parametri di un
processo di diffusione é quello della massima verosimiglianza che sotto deboli
condizioni ha le note buone proprieta. Tuttavia non & sempre possibile es-
plicitare la funzione di verosimiglianza per un generico processo di diffusione
ed inoltre, se 'intervallo tra le osservazioni é grande questo stimatore risulta
essere fortemente distorto. Una possibile alternativa consiste nel discretiz-
zare il processo di diffusione secondo lo schema di Eulero e quindi applicare
a questo il metodo della massima verosimiglianza. Come alternativa a questi
due metodi molto noti ed utilizzati abbiamo studiato il metodo di stima at-
traverso le Martingale estimating functions (MEF), come proposto da [3].
L’idea di questo metodo di stima € quella di “compensare” una funzione del-
la verosimiglianza, in modo da ottenere una martingala e quindi poterne
sfruttare le proprieta per stimare i parametri desiderati. Abbiamo applicato
queste tecniche sia sul modello di Vasicek classico che sul modello di Vasicek
generalizzato, con i seguenti risultati.



e La funzione di verosimiglianza per il modello di Vasicek ¢

2

_ (07 _
n —% 1 Tti—eﬂA’l"ti_l_B(l—eﬂA)
[ ’QﬂA) exp | —=
i=1 o2
Z (1 —eBA
75 (1= ™)

e la sua massimizzazione risulta numericamente difficile;

e Il modello di Vasicek, una volta discretizzato con lo schema di Eulero
diventa
Ti+At = alt + (1 — 5At) Ty + oV At €t

quindi la funzione di verosimiglianza é

n

10 = (ane'at) S|} 30 (e )

=1

da cui si ricavano esplicitamente gli stimatori

n
1
_E E l:rtirti 1 E :th 1 E :Tti n
1=

n
7 i=1 ~ 1 1 2
b = 5 , a4=— m——Ert”b
n n n n
1 1 2 i=1 i=1
e Zrti—l _;Z%,l
=1 =1
ep01cheb—l—BAea—aAavremocheB— ea—A%

e Il metodo di stima MEF per un processo di diffusione

Consiste nel risolvere rispetto al parametro 6 il sistema di equazioni
G,(0) = 0 dove

~ b(X(Z 1) Aa
Gn(g) = Zz:; m {XzA F(X(i—l)AS 0)}

0= (a,p) e F(z,0) = Eg (Xiyn| Xy = x).
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Nel caso del modello di Vasicek abbiamo

én(o‘aﬁ) = {i % (Ti — e PR — % (1 - e—/J’A)) ’

=1

L, o ’
Z 01271 <7’i - Ti—le_ﬂA — E (1 — e_ﬂA)> }
i=1

dove rin = 1; e ri_ya = 7T(i-1)- Ponendo uguali a 0 entrambi gli
elementi del vettore, si ricava che

1 n 1 n n
=D Tty — 5 Y T ) T
n i=1 n i=1 =1

e PR = 53— = H
- Zr(i_l) T2 (Z 7‘(1’—1))
=1 1=1
COsl
R - " ~ —InH A —InH
a = r; — ri-nyH — ——F——0, f=—-——
ZZ:; 221: nA (1 _ H) A

Osserviamo che se usiamo 1’approssimazione e #* ~ 1 — BA allora & e
B sono gli stessi che abbiamo ottenuto con la stima di Eulero.

e Nel modello di Vasicek generalizzato i parametri da stimare sono zy, . . ., 2.
La discretizzazione di tale modello con lo schema di Eulero fornisce la
funzione di verosimiglianza

=1

n et ot 2
1 Ty, — 23 PNl — 2e Zesti-1 _ g2 — 25Xy,
exp _5 Z —2z5t;-1

=1 2425 €

L(O) = (2mz25A)7 % exp [—%Zti_ll *

I valori dei parametri stimati mediante la massimizzazione di L(#), sono
stati ottenuti con il software di calcolo Mathematica 4.0.

e Per quanto riguarda la stima del modello di Vasicek generalizzato sti-
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mato attraverso il metodo delle martingale abbiamo ottenuto:

n

Gn(2) = Z %zt (1, — re;_y (1 — 25A) — z3Ae 1 — 2y Ae™>-1 — 2125 A) |
P zZ4€ 5li—1
- e_z5ti_1 1 A A —2z5ti—1 A —2z5ti—1 A
Z W (T.ti — rtifl( — Z5 ) — Z3A€ — Z40€ — Z1%5 ) y
=1
- 6_225ti_1 1 A A —2z5ti—1 A —2z5t;—1 A
izl: W (Tti — Tti—l( — 25 ) — Z3Ae — Z44€ — R1%25 ) y

n s _ )
Z —z3tz~_1e Zsti-1 _ 2Z4ti_1€ 2z5ti-1 —+ 21 — Tt 1

—22z5ti_1
Z4Z5€E v
i—1 445

(rti — 7 (1= 25A) — z3Ae #h 1 — 2y Ae 25ti-1 — 2125A)}

Anche in questo caso abbiamo implementato questa tecnica per ot-
tenere la stima dei parametri desiderati.
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