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La Teoria di Galois ¢ la teoria matematica che associa ad ogni polinomio in
una variabile a coefficienti in un campo un gruppo, il gruppo di automorfismi

del suo campo di spezzamento.

Tale gruppo descrive alcune proprieta fondamentali del polinomio e del suo
campo di spezzamento. Ad esempio il gruppo di Galois permette di deter-
minare se un’equazione polinomiale ¢ risolubile per radicali, cioé se il campo
di spezzamento del polinomio che definisce tale equazione é contenuto in un
ampliamento radicale del suo campo di definizione, e quindi le radici del
polinomio in questione sono esprimibili come funzioni radicali e razionali dei

coeflicienti.

Questo problema é forse la genesi della Teoria di Galois, matematico francese

morto prematuramente in duello, che nel 1830 dimostro:

Teorema di Galois (1830). Sia f(X) € Q[X]|, F campo. Allora f(X)
e risolubile per radicali se e soltanto se il suo gruppo di Galois su Q & un

gruppo risolubile.

Dunque la Teoria di Galois permette di spostare il problema della risolubilita
per radicali allo studio dei gruppi risolubili: risulta fondamentale saper calco-
lare esplicitamente il gruppo di Galois del polinomio che definisce I’equazione

da studiare.



In questa tesi vengono studiati dei metodi generali che portano alla formu-
lazione di algoritmi specifici per il calcolo dei gruppi di Galois dei polinomi
monici irriducibili di grado < 7 a cofficienti razionali. I campi considerati

sono dunque tutti sottocampi di C.

Nel primo capitolo vengono ricordati i risultati pit importanti della Teoria

di Galois; in particolare, dopo aver definito il gruppo di Galois di un amplia-
mento normale di campi, € enunciato e dimostrato il Teorema fondamentale,
che stabilisce la corrispondenza biunivoca tra i sottogruppi del gruppo di

Galois di un polinomio ed i sottocampi del suo campo di spezzamento.
Sia L un ampliamento normale e finito di K e sia G = Gal(L/K). La
seguente corrispondenza € biunivoca:

{campi F, KCFC L} — {gruppi H HC G}

L« H

F +—— Gal(L/F).
Inoltre viene analizzata 1’azione del gruppo di Galois sulle radici del poli-
nomio, che ha luogo in quanto tale gruppo si interpreta come un gruppo di

permutazioni sulle radici stesse, e quindi come sottogruppo di S, dove n é

il grado del polinomio. Piu precisamente si ha ’omomorfismo iniettivo:
G = Galgp(X) == S,
o +— (o)
dove (0)(i) = j se o(r;) =7 (r1,...,7, sono le n radici di p(X)).

Nel secondo capitolo é descritto e spiegato il metodo fondamentale per il

calcolo dei gruppi di Galois, basato sullo studio del polinomio risolvente tratto
dall’articolo di Stauduhar [Sta.

Un polinomio risolvente di f(X) € Q[X] ¢ caratterizzato dal fatto che il suo

campo di spezzamento € un sottocampo del campo di spezzamento di f.

Nel Paragrafo 2.3 vengono dimostrati il Teorema fondamentale per deter-
minare il gruppo di Galois di un polinomio irriducibile a coefficienti in-
teri f(X) tramite la risolvente (Teorema 2.5) e 'estensione di tale teorema

(Corollario 2.1), sintetizzabili nel seguente:
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Teorema. Sia f(X) € Z[X] e sia n = deg(f). Siano I' = Galgf(X) e G
sottogruppi di H, con H < S, transitivo. Sia F(X1,...,X,) € Z[ X1, ..., X,]

imwvariante i H sotto azione di tutte e sole le permutazioni di G e sia

k
Q(H,G) = H(y —miF(ry,...,rn))
i=1
una risolvente di f, dove {my,...,mx} & un insieme di rappresentanti per le
classi laterali destre di H/G e ry,...,r, sono le radici di f. Supponiamo

inoltre che la risolvente Q(H,G) non abbia radici multiple. Allora

FCG<«= F(ry,...,mp) €L

[ C mGn; ' <= mF(r1,...,m) € Z.

Questo risultato permette di decidere se il gruppo di Galois é contenuto o

meno in un fissato sottogruppo di S,,.

Poiché i polinomi in considerazione sono irriducibili ed i gruppi di Galois por-
tano radici di un fattore irriducibile in radici dello stesso fattore irriducibile,

tali gruppi saranno sottogruppi transitivi di S, con n = deg(f).

[’assunzione dell’assenza di radici multiple della risolvente ¢ un fatto fonda-
mentale; qualora cio non si verifichi & necessario ovviare con la sostituzione del
polinomio del quale vogliamo calcolare il gruppo di Galois con un altro poli-
nomio ottenuto attraverso una trasformazione di Tschirnhausen (I’algoritmo

é descritto nel Capitolo 6).

Dato un polinomio monico irriducibile a coefficienti interi che definisce un
campo numerico Q(J) (dove ¥ & una radice del polinomio), una trasfor-
mazione di Tschirnhausen permette di trovare un altro polinomio monico ir-
riducibile che definisce lo stesso campo numerico, e dunque possiede lo stesso
gruppo di Galois.

Sulla base del Teorema fondamentale della risolvente il procedimento da

seguire & quello di calcolare Q(S,,,G) per i sottogruppi transitivi G di S,



G # A, a partire da quelli massimali, e verificare se tale risolvente ha radici
intere per determinare se I' é contenuto in qualche coniugato di G.

Va osservato che se I' C m;G7; ' basta riordinare le radici del polinomio f

ponendo 7} =7,y esihal CG.

L’algoritmo procede finché nessuna delle risolventi ha una radice intera op-
pure si giunge ad un sottogruppo G' minimale. Nel primo caso rimangono
solo due possibilita per il gruppo di Galois, A,, e S,, e per concludere si ve-
rifica se il discriminante del polinomio € o meno un quadrato perfetto, sulla

base del seguente:

Teorema 2.6. Sia p(X) € Q[X]| un polinomio monico irriducibile di grado
n. Si ha che Galgp(X) C A, se e solo se A(p(X)) é un quadrato perfetto.

Risulta evidente che per poter applicare il metodo della risolvente appena
descritto é necessario conoscere le tavole di classificazione dei sottogruppi
transitivi di S,,. Proprio per la grande importanza che in questa trattazione
riveste il problema della classificazione dei gruppi transitivi, abbiamo deciso
di dedicare il Capitolo 5 a questa parte della teoria; in particolare il Paragrafo
5.3 contiene le tavole di classificazione. D’altronde il metodo della risolvente
non pud essere applicato nel caso in cui tale classificazione non sia nota,

ovvero per polinomi di grado superiore a 15.

Nel terzo capitolo é analizzata ’azione del gruppo di Galois sulle radici della
risolvente; infatti I' = Galgp(X) agisce sugli zeri della generica risolvente
Q (M., M;) permutando gli 7;, zeri di p(X):

Cx{mF(ry...rm0),..,meF(ri...r0)} = {mF(r1...10),..., T F(r1...m0)}

(o,m;F(r1...m0)) = (om)F(ry...1)

Tramite lo studio delle proprieta di tale azione fatto nell’articolo di Soicher
[Soi] si giunge, nel Corollario 3.1, ad una analoga formulazione del Teorema

2.5, ma sotto un diverso punto di vista:

Teorema 3.1. Sia p(X) € Z[X] un polinomio monico irriducibile di grado
n. Sia I' = Galgp(X).



Le orbite dell’azione di T sugli zeri di Q(M;, Ms) sono precisamente l'insieme
degli zeri dei distinti fattori irriducibili (su Z) di Q(M, Ms).
In particolare:

{gmdi dei fattori irm’ducibili} _ {lunghezza delle orbite dell’azione di F}
di Q(My, Ms) suZ N sugli [My = M) zeri di Q(My, M)

Corollario 3.1. Q(M;, M) ha una radice in Z se e solo se I é coniugato

ad un sottogruppo di My tramite un elemento di M;.

Il quarto capitolo contiene la parte piu operativa, ovvero quella degli algo-

ritmi specifici per calcolare il gruppo di Galois di un polinomio monico ir-
riducibile a coefficienti interi di grado 3,4, 5,6, 7, descritti nel libro di Cohen
[Col.

Prendere in considerazione solo polinomi monici irriducibili a coefficienti

interi non costituisce un fatto restrittivo, in virtu dei seguenti lemmi:

Lemma 1.1. Se f(X) = p1(X)p2(X) € Q[X] e p1,pe sono i suoi fattori
wrriducibili, st ha
Galgf S Galgpy x Galgps

tramite ’'omomorfismo iniettivo
Galgf — Galgp, x Galgp,

o (0|K1,0‘K2)

dove K; ¢ il campo di spezzamento di p; su Q. Inoltre

Gal@f = {(017 02) € GalQpl X Gal(@p2| 01|K10Kz = 02|K10K2}'

Lemma 1.2. Se f(X) € Q[X]| allora esiste h(X) € Z[X]| monico tale che
Gale = GalQh.

Il grado 3 ¢ molto semplice, in quanto esistono solo due sottogruppi tran-
sitivi di S3, ovvero Ss stesso e As, quindi per concludere basta verificare se

il discriminante del polinomio é un quadrato perfetto.



I sottogruppi transitivi di grado 4 sono cinque (Sy, Ay, Dy, Vi, Cy) e lalgo-
ritmo per tale grado é una applicazione del metodo della risolvente preceden-
temente descritto. Per calcolare il gruppo di Galois di un qualsiasi polinomio
di grado 4 irriducibile a coefficienti interi ¢ necessario al pit 1'uso di due
risolventi, una di terzo grado (Q(Ss, D4)) e una di secondo grado (Q(D4, Cy)).

I sottogruppi transitivi di grado 5 sono cinque (S5, As, D5, My, Cs) e lal-
goritmo per tale grado é ancora una fedele applicazione del metodo della
risolvente. Per calcolare il gruppo di Galois di un qualsiasi polinomio di gra-
do 5 irriducibile a coefficienti interi é necessario al piti I'uso di due risolventi,
una di sesto grado (Q(Ss, Ma)) e una di secondo grado (Q(Ds, Cs)).

Il procedimento per il grado 6 é molto pili complesso, infatti i sottogruppi
transitivi propri di Sg sono 15. In questo caso l'algoritmo si basa su una
variazione del metodo generale della risolvente descritto nel Paragrafo 2.5, in
quanto utilizza la teoria delle trasformazioni razionali, trattata nell’articolo
di Girstmair |Gir].

Definizione 4.1. Siano m,n € N. Sia M C M(m) ={f € K[Z] polinomi
monici separabili di grado m}, H < S,,.

Una trasformazione razionale di M in M(H) ={f € M(n) | Galxf = H}
¢ un insieme finito R di polinomi in K[X1, X, ..., X, Z] tale che per ogni

f € M esiste R € R con le sequenti proprieta:

1. K(Rx f) € K(f)

2. RxfeM(H)

dove, se f = Z™+a1 Z™ '+ - -+a,, € K[Z], allora Rxf = R(a1,...,0m,Z) €
K|[Z].

Inoltre 'algoritmo per calcolare il gruppo di Galois di un polinomio ir-

riducibile di grado 6 si basa sui seguenti fatti:

1. Ad ogni gruppo G < S,, si pud associare la partizione di G
l=(,...;0), L>0L>...0, >1, 1l +---+1, =m, dove gli [, sono le
lunghezze delle orbite dell’azione di G su {1,...,m}.
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2. Se f € M(G) allora si fattorizza in K[Z] secondo la partizione [ di G,
ovvero gli interi [y, ..., [, sono esattamente i gradi dei fattori irriducibili
di f su K[Z].

3. Ogni omomorfismo ¢ : S,, — S, suddivide i sottogruppi di S, in
classi: due gruppi G, H < S,, appartengono alla stessa classe se e solo
se le partizioni di ¢(G) e ¢(H) coincidono.

L’algoritmo prende in input un polinomio f € M(6) e determina G < Sg tale
che f € M(G).

A priori é fissato un automorfismo non interno ¢ di S (ad esempio quello
definito nel libro di Rotman [Rot]). Esso fornisce informazioni supplementari
in quanto Aut(Ss)/Int(Ss) = Zy e ¢ ¢ un automorfismo non interno di Sg
mentre, se m # 6, Aut(S,,) = Int(S,) = S,,. Viene studiata la suddivisione
in classi dei sottogruppi transitivi G' di Sg determinata da tale automorfismo

in base alla partizione di ¢(G). In questo modo vengono individuate 7 classi.

In base ai teoremi sulle trasformazioni razionali (cfr. Paragrafo 4.4.1) per
stabilire in quale classe si trovi il gruppo di Galois di f € sufficiente analizzare
la fattorizzazione di una particolare risolvente di f (Proposizione 4.3), che in
questo caso ha grado 6. Tale risolvente ¢ R« f, dove R € Z[X},..., X, Z] &
un polinomio tratto dall’articolo di Girstmair [Girs|.

L’algoritmo passa in rassegna tutte le possibili fattorizzazioni (ognuna indi-
vidua univocamente una classe di sottogruppi transitivi di Sg) e, per deter-
minare nell’ambito di una stessa classe quale sia il gruppo di Galois, utilizza

il calcolo di alcuni discriminanti.

Unica eccezione € rappresentata dalla classe associata ad una risolvente ir-
riducibile; in tal caso € necessario procedere col metodo generale e calcolare
una ulteriore risolvente (Q(Ss, G72)), di grado dieci.

I sottogruppi transitivi propri di Sy sono sei (A7, PSL(2,7), Mo, Ma1, D7, C7)
e l'algoritmo per il grado 7 risulta relativamente semplice, in quanto utilizza
un’unica risolvente, di grado 35; in questo senso il grado 7 rappresenta
un caso "speciale". Infatti ogni sottogruppo transitivo proprio H di S7 é



univocamente determinato dalla lunghezza delle orbite della seguente azione:

()~

(0,{é, 4, k}) — {o(@),0(4),0(k)}

(5) = {eimiicem}.

La risolvente g(X) utilizzata nell’algoritmo per il grado 7 & la seguente:

dove

g(X): H <X_(qu+19j+19k))
{ijk}e(])

dove ¥,...,197 sono le radici di p(X), polinomio irriducibile di grado 7 del
quale vogliamo calcolare il gruppo di Galois, che denotiamo con I'. Una tale
risolvente ha la proprieta che I’azione di I" sulle sue radici equivale all’azione
di I' su [3] , quindi le cardinalita delle orbite di tale azione coincidono con
i gradi dei fattori irriducibili di g(X).

L’algoritmo analizza le varie possibilita per i gradi dei fattori irriducibili di
g(X), in quanto ad ognuna di queste possibilita corrisponde univocamente un
preciso sottogruppo transitivo di S7 (al pii, se la risolvente risulta irriducibile,

occorre calcolare anche il discriminante di p(X) per determinare se il gruppo
di Galois & S7 oppure Ay).

Nel quinto capitolo vengono analizzati i sottogruppi transitivi di .S,,.

Tale capitolo ¢ fondamentale in quanto, come sottolineato in precedenza, i
possibili gruppi di Galois di un polinomio irriducibile sono solo quelli tran-
sitivi. Inoltre il metodo della risolvente per trovare il gruppo di Galois
richiede la conoscenza delle tavole di classificazione di tali gruppi, contenute

nel Paragrafo 5.3.

Definizione 5.1. Un sottogruppo H di S, si dice transitivo sull’insieme

[n] ={1,...,n} se per ogni i,j € [n] esiste o € H tale che o(i) = j.

I gruppi transitivi sono suddivisi in due famiglie:



e gruppi primitivi;

e gruppi imprimitivi.

Definizione 5.2. Un sottogruppo H di S,, st dice imprimitivo se é transitivo
e stabilizza una partizione di [n] dove ognuno degli m insiemi della partizione
ha la stessa cardinalita k. In altre parole per ogni o € H e per ogni v =
1,...,m esiste j € {1,...,m} tale che oP; = P;, dove Pi,..., P, ¢ una

partizione di [n] e |P;| = k. k é chiamato grado di imprimitivita di H.

Se H < S, ¢é transitivo ma non imprimitivo, allora si dice primitivo.

Nel Paragrafo 5.1 sono descritte le tappe fondamentali nella storia della clas-
sificazione dei gruppi transitivi di grado basso, che é contenuta nell’articolo
di Miller [Mil].

Infine nel settimo capitolo é trattata la teoria degli interi algebrici.

Definizione 7.1. Un numero complesso é un intero algebrico se é radice di

qualche polinomio monico a coefficienti in Z.

L’insieme degli interi algebrici risulta essere un anello, che indichiamo con Z,

ovvero
Z = {a € C|3p(X) € Z[X]monico tale chep(a) = 0}.

Dunque le radici dei polinomi presi in considerazione negli algoritmi (in quan-
to polinomi monici irriducibili a coefficienti interi) sono interi algebrici e cio &
un presupposto fondamentale affinché i polinomi risolventi utilizzati abbiano
coefficienti interi (cfr. Teorema 2.4).
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