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Capitolo 1

Problema del primo ordine:
metodo delle caratteristiche

In questo capitolo esamineremo una classe di schemi semi-Lagrangiani per
I’equazione del trasporto.

L’idea di base dei metodi semi-Lagrangiani ¢ quella di ricostruire la soluzione
sopra una griglia integrando numericamente |’ equazione lungo le caratte-
ristiche, che partono da ogni nodo della griglia, e ricostruendo la soluzione
ai piedi delle caratteristiche. Questo significa che la soluzione in ogni nodo
del reticolo sara calcolata assemblando un metodo numerico per le equazioni
differenziali ordinarie (per approssimare i punti up-wind rispetto ai nodi del-
la griglia) con una formula di interpolazione (per ricostruire il valore della
soluzione in tali punti).

Malgrado il grande numero di risultati numerici ottenuti attraverso i metodi
semi-Lagrangiani non esiste ancora una teoria completa della loro convergen-
za.

In queste pagine considereremo sempre la soluzione come una soluzione de-
bole in senso viscoso.

Bisogna anche aggiungere che gli schemi semi-Lagrangiani oltre al notevole
vantaggio di approssimare soluzioni non regolari ovunque, non sono vincolati
dalla condizione CFL (Courant-Friedrichs-Levy) che pone delle limitazioni
sul passo temporale affinché gli schemi classici alle differenze convergano.
Quindi la possibilita di scegliere passi piu grandi pud consentire una ve-
locita di convergenza maggiore, o, in alternativa, una minore complessita



computazionale.

Consideriamo ora il problema evolutivo:

%v(x,t) = M(z,t)+ f(z)Vo(z,t) +g(x) in Qx][0,T]
{U(m,O) - U()(SIJ) (11)

dove A € Ret € [0,7]. Deriveremo lo schema semi-Lagrangiano dalla
formula di rappresentazione della soluzione di (1.1).

Assumiamo che le funzioni f : RY — RN e ¢ : RV — R siano limitate e
Lipschitziane.

1.1 Formula di rappresentazione

Attraverso la formula di rappresentazione ed alcuni semplici calcoli otteniamo

v(z,t) = /0 t e*g(y(s))ds + e u(y(At), t — At) (1.2)

dove y(s) risolve . )
y(s) = fly(s
{3 = 9

Consideriamo la discretizzazione del seguente sistema dinamico:

(7)) = (L) .

con le condizioni iniziali y(0) = x, v(0) = 0. Questa forma ci consente di
utilizzare lo stesso schema per la discretizzazione sia della EDO sia della
rappresentazione integrale.
Piu precisamente abbiamo:

() () 2) - (3) eame

dove abbiamo utilizzato una discretizzazione ad un passo in tempo ed ab-
biamo splittato la funzione ® in accordo con (1.4).



Passando, poi, a discretizzare rispetto alla variabile spaziale otteniamo
lo schema totalmente discreto

b (1.6)

{ = v(zcj>)+ AMIVH(5(x;))

dove I[V] & un operatore di ricostruzione polinomiale.

Alcuni esempi di operatori di ricostruzione sono gli elementi finiti e le
ricostruzioni ENO e WENO.

1.2 Stabilita e convergenza

Il modo classico per provare la stabilitd in L? & 1’analisi di Fourier, utilizzando
la condizione di stabilita di Von Neumann. Come e noto, questa tecnica e
rigorosa solo per il caso di equazioni a coefficienti costanti in R! con condizioni
periodiche.

Il nostro interesse, ora, € quello di calcolare I’ ordine di convergenza di
vk in L. Nel seguente teorema indicheremo con y,(-) = y(z,-) la soluzione
di (1.3) ed identificheremo y;(-) = y(z;, -).

Teorema 1.1. Assumiamo la consistenza e la Lipschzianita che lo schema
(1.5) sia di ordine p; inoltre siano f,g € CP(RY) e sia vy € WH®(Q), siano
I[U] la ricostruzione polinomiale di v(t) tale che ||v(ty) — I[U]||cc < CAZ".
Assumiamo, inoltre, che |¥|y < 1 e che |[I[V]||s < C|V]s. Allora, definendo
va(z,t,) = I[V"]|(x), per qualche costante positiva C, si ha:

[va(t) = v(t)]l2 < C(tn) (Atp + Ag) . (1.7)

Osservazione 1.1. Tutti i risultati enunciati precedentemente possono es-
sere estesi al caso piu generale in cui il problema é posto in un dominio 2
limitato.



Capitolo 2

Problema del secondo ordine:
la formula di Feynman-Kac

In questo capitolo considereremo i metodi semi-Lagrangiani per risolvere 1’e-
quazione di diffusione-trasporto. Lo schema & basato sulla formula di rap-
presentazione stocastica della soluzione che ci permette di evitare lo splitting
tra la parte del trasporto e quella della diffusivita. Questo risultato riduce
in parte la complessita computazionale ma anche la probabilita di ottenere
un alto ordine di consistenza.

L’equazione che prenderemo in considerazione per descrivere la tecnica
dei metodi semi-Lagrangiani e per ricavare l’analisi della convergenza ¢ la
seguente:

{ Go(z,t) = Y7, aij(x,t)#;cj + f(z,t)Vu(z,t) + v(z, t) + g(z,t)
v(z,tg) = wvo(x)

(2.1)
con A(-,-) = (ai;(-,-)) matrice simmetrica semidefinita positiva che include,
cosi, il caso di una diffusione degenere.

Anche in questo caso assumiamo che le funzioni f : R¥ — RV e g :
RY — R siano limitate e Lipschitziane.



2.1 La formula di Feynman-Kac

Un approccio per risolvere l'equazione di diffusione trasporto e stato sug-
gerito da Camilli e Falcone ([CF]); tale approccio € basato sulla formula di
rappresentazione stocastica (Feynman-Kac) della soluzione di (2.1):

v(z,t) =E {/OHO eMg(y(s),t — s)ds + ey (y(t — to))} (2.2)

dove y(t) = y(z,t) & ora la soluzione dell’equazione differenziale stocastica
(SDE):

{ dy(s) = f(y(s),t—s)ds+2B(y(s),t — s)dW (2.3)

y(0) = =

E{.} &1l valore atteso calcolato rispetto alla misura di Wiener (la misura di
probabilita del processo browniano W in (2.3)) e B & una matrice n X n tale
che BB = A.

Seguendo quanto e stato fatto per l'equazione del trasporto € conve-
niente discretizzare il sistema dinamico formato dall’equazione differenziale
stocastica dalla parte integrale, ottenendo

(9)-(3) sl fmn) o

Discretizzando, poi, in spazio otteniamo lo schema totalmente discreto

{ of = S0 wil (e, A + ATV (g, A0)} 25)
U;') = UO(xj)’ ‘

dove abbiamo sostituito il valore atteso con una media pesata, facendo affi-
damento su un ”piccolo” numero di determinazioni A; alle quali associamo

un peso w; tale che



2.2 Convergenza e stima dell’errore

Consideriamo il problema

Do(z,t) = vAv(z,t)+ f(z)Vo(z,t) + Iv(z,t) + g(z) (2.6)

U(.CE, 0) = Y (.’E) ‘

Prima di esaminare la convergenza dello schema totalmente discreto (2.5)

dobbiamo ricordare che la teoria della convergenza degli schemi SL, applicata
alle equazioni del primo ordine, & incompleta.

Il teorema seguente ci dimostra che lo schema (2.5) & stabile se lo ¢ la
sua versione non viscosa.

Teorema 2.1. Sia f un campo vettoriale regolare, g una funzione limitata.
Assumiamo inoltre che lo schema della versione non viscosa di (2.6) sia
1%-stabile per ogni funzione regolare f. Allora

IV ]la < (14 CAY|I[VF]]]a (2.7)

con V¥ soluzione di (2.5).

Passiamo, ora, a calcolare 'ordine di convergenza per lo schema (2.5).

Teorema 2.2. Sia f un campo vettoriale regolare, g una funzione rego-
lare limitata, v(-,-) una soluzione regolare di (2.6). Assumiamo, inoltre, che
per ogni funzione regolare f e g 'equazione differenziale stocastica conver-
ga in senso debole e che |I[V](x) —v(z)| < CAz". Allora l’errore locale di
troncamento soddisfa la relazione

Ax"
LAt,A:c(mjatn) = O (Atp + v ) . (28)

At

Osservazione 2.1. Finora abbiamo analizzato la stabilita dello schema par-
tendo dall’assunzione che lo schema di puro trasporto e stabile; un altro
modo di provare la stabilita e quello di dare una dimostrazione diretta della
convergenza attraverso ’analisi di Fourier (sebbene in un contesto semplifi-
cato dell” analisi di Von Neumann, di una dimensione in spazio, nel caso di
coefficienti costanti e con una griglia in spazio infinita).

Osservazione 2.2. Anche in questo caso, tutti i risultati enunciati prece-
dentemente possono essere estesi al caso piu generale in cui il problema e
posto in un dominio €2 limitato.



Capitolo 3

Test numerici per i problemi
lineari del primo e del secondo
ordine

In questo capitolo vedremo un esempio di pura diffusione degenere.

Supponiamo una matrice di diffusione A non costante.

2 _
A:0.5( Y ";y)
-y

Per una matrice A presa in questo modo, ci aspettiamo che la superficie

Sia, ad esempio,

diffonda lungo circonferenze concentriche.
Si puo verificare che la matrice A ha un autovalore nullo A\; e che lungo
I’autovettore corrispondente a A; non c’e diffusione.

Consideriamo il cono come funzione iniziale ed applichiamo a questo una
diffusione generata dalla matrice A ed una funzione f(z,t) = 0.
Scegliamo un passo in tempo At = 0.005, un passo in spazio Az = 0.06 su un
dominio © = [-1.5,1.5] x [—1.5,1.5] (50 nodi) ed effettuando 20 iterazioni.
Calcoliamo la soluzione approssimata mediante uno schema del secondo or-
dine in tempo (Heun) ed una ricostruzione cubica in spazio e otteniamo
la soluzione numerica rappresentata nelle figure seguenti rispettivamente
all’istante iniziale, dopo 30 iterazioni e dopo 50 iterazioni.
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Capitolo 4

I1 moto secondo curvatura
media

4.1 Level sets

Data una ipersuperficie I'y in RY, scegliamo una funzione continua
g :RY — R tale che
Iy = {z € RY|g(z) = 0}.

Consideriamo allora il problema parabolico:

vy = (5Z~j — %) Ugiz; 0 RN X [0,+00) (4.1)
v=g in RN x{t=0} (4.2)

nell’incognita v = v(x,t) con z € RY e t > 0. Seguendo 'approccio di
Evans e Spruck in [ES], vogliamo mostrare in questo paragrafo che I’equazione
(4.1) rappresenta il moto secondo curvatura media delle curve di livello di v
almeno in regioni dove v e regolare e il suo gradiente Vv non si annulla.
Conseguentemente, ponendo la nostra attenzione sull’insieme {v = 0}, pud
sembrare ragionevole in base alle (4.1), (4.2) definire

I, = {z e R¥|v(z,t) = 0}

per ogni tempo t > 0.
Le difficolta di questo approccio risiedono nel fatto che 1’equazione del-
I’evoluzione secondo curvatura media € non lineare, degenere e indefinita
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nei punti dove Vv = 0. Inoltre non & chiaro che la definizione (4.2) sia
indipendente dalla scelta della funzione g. Verranno risolti questi problemi
introducendo una definizione appropriata di soluzione debole di (4.1), ed a

partire da questa verra mostrato che esiste un’unica soluzione debole di (4.1),
(4.2).

4.2 Metodi numerici per il moto secondo cur-
vatura media

Alcuni metodi numerici per lo studio dell’evoluzione di superfici secondo
curvatura media sono i metodi di reazione diffusione, il metodo di diffusione
e quello basato sugli insiemi di livello.

Nei metodi level sets il fronte e rappresentato come una curva di livello di
una funzione del piano, e questa evolve secondo un’equazione differenziale di
tipo Hamilton-Jacobi in cui la velocita del fronte e funzione della curvatura.

In paricolare, I'idea suggerita da Osher e Sethian e risolvere I’equazione
o1+ Fo|Vo| = Fi(k)|Vgl. (4.3)

discretizzando il secondo membro usando le differenze centrali e il primo
membro usando gli schemi upwind. Gli autori inoltre affermano che ¢ possi-
bile dimostrare la stabilita di questo metodo. L’approssimazione della deriva-
ta temporale puo essere fatta indifferentemente con una discretizzazione del
primo ordine (schema di Eulero) o di ordine piti alto (ad esempio Runge-
Kutta).

11



Capitolo 5

Schema a grandi passi in tempo
per I’equazione del moto
secondo curvatura media

Proponiamo, ora, un nuovo schema per ’approssimazione mediante curve di
livello del moto secondo curvatura media. Lo schema nasce dalla formula
di rappresentazione formulata recentemente da Soner e Touzi, che ci per-
mette di costruire schemi a grandi passi in tempo. Nelle pagine successive
presenteremo uno di questi schemi e ne analizzeremo la consistenza.

Consideriamo I’equazione

{ w(a,t) = [Voldiv ((Ze8) (5.1

v(z,0) = wvo(z)
la cui soluzione puo essere intesa nel senso di viscosita.

Recentemente, Soner e Touzi ([ST]) hanno proposto una formula di rap-
presentazione stocastica per la soluzione di un’ampia classe di equazioni di
Hamilton-Jacobi del secondo ordine, inclusa la (5.1). Sebbene questa formu-
la sia adatta per situazioni piu generali, noi ci occuperemo per semplicita
dell’evoluzione secondo curvatura media di una curva in R?. Quindi, scritta
nel nostro caso, la formula di rappresentazione di Soner e Touzi e della forma,

v(z,t) = E{v(y(z,1,1))} (5.2)

12



dove y(z,t,t) risolve il problema stocastico a valori iniziali

dy(ﬂ?, ta S) = \/ia(y, ta S)dW(S) (5 3)

y(./I/‘, t’ 0) = ‘/I"i ‘
dove

W = ( AWy —g5dws ) (5.4)

il differenziale di un processo di Wiener standard, e

oy, 1, 5) = L( Ura (1, = 5) ) (5.5)

B |VU(y,t—S)‘ _vl‘l(yat_s)

Passiamo, ora, a discretizzare (5.3) in accordo con la teoria della conver-
genza debole degli schemi numerici per le equazioni differenziali stocastiche.
L’equazione (5.3) & discretizzata dallo schema stocastico di Eulero, ed il valore
atteso nella (5.2) & calcolato considerando per AW solo due determinazioni,
chiamate AW = ++/At, ciascuna delle quali con probabilita 1/2. Costruen-
do una griglia in spazio di passo Az, otteniamo lo schema (scritto nel nodo
z; ed all’(n + 1)-esimo passo in tempo):

J

ot = 2 (V") + o}VAD + 1V'(; — 0}VED)  (56)

dove 0;‘ ¢ definita da

o (5)
ol = — A (5.7)
7 D7\ =Diy

con DY, Dy ; e D? approssimazioni numeriche rispettivamente di vy, (z;,n),

Uy (2, t,) € Vu(zj,t,). In (5.6) e (5.7) abbiamo sostituito il valore atteso
con una media pesata, il calcolo della funzione v(z, t,) con un’interpolazione
numerica I[V"](z), la soluzione di (5.3) con la sua approssimazione di Eulero
e le derivate in o con le differenze finite.

5.1 Consistenza

Per ottenere la consistenza dello schema si devono imporre le condizioni

V™ = v(tn)]]eo < CAZT (5.8)

13



DY — vy, (xi,t,)] < CAz? 5.9
1,5 1\ —

DS — v, (x;,t,)] < CAx? 5.10
2,j 2\ —

per qualche costante positiva C. Inoltre, ricordiamo che lo schema stocastico
di Eulero e del primo ordine in termini di convergenza debole; nel nostro caso
questo significa che per ogni funzione regolare g:

lg(ac-i—(f(x, 7,00V At) + %g(x—a(x, 7,00V At) = E{g(y(z, 7, At)) } + O(AF?).

2
(5.11)
Sotto queste ipotesi possiamo enunciare il seguente

Teorema 5.1. Sia v una soluzione regolare di (5.1), tale che |Vv| > ¢ > 0.
Assumiamo, inoltre, che siano valide (5.8), (5.9), (5.10), (5.11) e che la
soluzione v sia regolare rispetto alla variabile temporale e rispetto a quella
spaziale. Allora, U’errore di troncamento locale dello schema (5.6)-(5.7) é
della forma

Az" Agl
° ° ) (5.12)

. - 2 =% 4 =
LAz,At(‘ij tn) 0O (At + At + Atl/2
Osservazione 5.1. Nello schema precedentemente discusso non abbiamo
tenuto conto dell’informazione data al tempo n+ 1. Se applichiamo una cor-
rezione allo schema precedente sfruttando il valore della soluzione calcolata

al tempo n + 1 per ricalcolare la o7 otteniamo

ot = o (V7 + 0} VAN + 1V(e; — o} 2VAD)  (513)

J

1
dove U;L+2 indica la matrice di diffusione ricalcolata con il valore della solu-
zione al tempo n + 1.

14



Capitolo 6

Test numerici per ’equazione
del moto secondo curvatura
media

Consideriamo il moto di una curva di livello
vy + F(k)|Vu| =0

descritto nel capitolo 4 nel caso in cui la velocita sia data solamente dalla
curvatura (F'(k) = k).

Vediamo ora alcuni confronti tra lo schema di Osher e Sethian e quello
da noi implementato nel caso della circonferenza, di cui conosciamo anche la
soluzione esatta se prendiamo una funzione iniziale del tipo

vo(z) = max(—(z* + y*) + R3,0)
la cui soluzione esatta e
v(x,t) = max(—(2* +y*) — 2t + R3,0).
Esempio 6.1. Circonferenza

Sia Q = [-1.5,1.5] x [-1.5,1.5], At = 0.0004 ¢ Az = 0.09375 e con-
sideriamo la funzione iniziale descritta sopra. Possiamo quindi confrontare
la soluzione numerica con la soluzione esatta (in questo caso il confronto si

15



effettua su v(z,t) e non sulle sue curve di livello) e calcolare 'errore di ap-
prossimazione (vedi tabelle 6.1-6.5) nel nostro caso ma anche per I’algoritmo
proposto da Osher e Sethian.

Consideriamo, ad esempio, la sua curva di livello 0.1 Utilizzando I’algorit-
mo da noi implementato, con uno schema del primo ordine in tempo (Eulero)
ed una ricostruzione cubica in spazio, otteniamo l’evoluzione approssimata
della curva di livello secondo curvatura media.

Come possiamo vedere nelle figure seguenti la circonferenza iniziale tende
lentamente a ristringersi fino ad estenguirsi, in pieno accordo con il teorema
di Grayson.

05 [ i

05 i

05 F 4

05 T q

Figura 6.2: Curva di livello dopo 7 iterazioni
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Nelle tabelle seguenti confrontiamo lo schema da noi implementato con
quello di Osher e Sethian in termini di errore L* discreto.

‘ Numero totale di punti ‘ At ‘ Errore ‘ Tempo CPU ‘
| 50x50x400 | 0.001 [5.5175-10"2 0.079s |
| 90x90x800  |0.0005]4.0892-102 | 0.260s |

Tabella 6.1: Errore e tempo di Cpu per ’algoritmo implementato da Osher
e Sethian (ordine di convergenza (3 = 0.43)

‘ Numero totale di punti ‘ At ‘ Errore ‘ Tempo CPU ‘
| 32x32x1000 [ 0.0004 |7.96227-1072] 0.044s |
| 54x54x2743 ] 0.0001458 | 6.8578 1072 |  0.592s |

Tabella 6.2: Errore e tempo di Cpu per ’algoritmo da noi implementato
(ordine di convergenza [ = 0.15)

‘ Numero totale di punti ‘ At ‘ Errore ‘ Tempo CPU ‘
| 50x50x400 | 0.001 | 55173-10°2 |  0.096s |
| 90x90x800  [0.0005]392311-102| 0.733s |

Tabella 6.3: Errore e tempo di Cpu per ’algoritmo da noi implementato
(ordine di convergenza 3 = 0.49)

Il confronto tra i due algoritmi e stato effettuato partendo, nel primo caso,

da uno stesso numero totale di punti e sfruttando per entrambi il proprio
ordine di convergenza migliore, nel secondo caso considerando stesso numero
di nodi e stessi passi in tempo e spazio.
Nel caso di Sethian abbiamo considerato Az = O(At), mentre nel nostro caso
Az = O(At'/?) (scelta che secondo I’analisi di consistenza fornisce 1'ordine
massimo) nella prima tabella e Az = O(At) (per il confronto con Ialgoritmo
di Osher e Sethian) nella seconda tabella.

Inoltre e interessante calcolare I’errore ed il tempo di CPU per lo schema
semi-lagrangiano con correzione; vediamo, a questo scopo le seguenti tabelle:

17



‘ Numero totale di punti ‘ At ‘ Errore ‘ Tempo CPU ‘
| 32x32x1000 | 00004 [1.1771-10°] 0.291s |
| 54x54x2743 [ 0.0001458 | 3.4387-1077 |  1.137s |

Tabella 6.4: Errore e tempo di Cpu per I'algoritmo con correzione (primo

caso)
‘ Numero totale di punti ‘ At ‘ Errore ‘ Tempo CPU ‘
| 50x50x400 | 0.001 [3.0595-10°5 | 0.174s |
| 90x90x800  |0.0005]4.0985-10°5 | 11325 |

Tabella 6.5: Errore e tempo di Cpu per 'algoritmo con correzione (secondo
caso)
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