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Capitolo 1

Introduzione

Una rete, o network di telecomunicazione, ¢ una struttura di collegamento
tra sistemi diversi in grado di generare e scambiarsi dei segnali; un esempio
comune ¢ la rete telefonica.

Differenti da un punto di vista strutturale e funzionale sono le reti di tele-
comunicazione digitali: esse sfruttano, infatti, una modalita di trasmissione
chiamata a commutazione di pacchetto.

Il traffico & composto dal flusso di pacchetti che vengono trasmessi da un
punto all’altro del network; componenti fondamentali delle reti sono i buffer:
essi sono in grado di memorizzare determinate quantita di pacchetti, in mo-
do da consentirne I’elaborazione e I'indirizzamento; tale quantita viene detta
capacita del buffer e il tempo di elaborazione, detto anche tempo di servizio,
e fisso.

Una problematica fondamentale nel campo dell’ingegneria delle telecomu-
nicazioni e il dimensionamento dei buffer; tale campo di ricerca e in piena
espansione, sopratutto a causa del continuo evolversi delle reti.

Le analisi svolte hanno mostrato come il traffico nelle reti di telecomuni-
cazione abbia due fondamentali caratteristiche:

1. una struttura di correlazione con dipendenza lungo-range,

2. una proprieta di invarianza di scala detta autosimilarita.

Il nostro obiettivo & quello di costruire modelli che siano in grado di descri-
vere le proprieta del traffico e analizzarne il comportamento nella rete e nei
buffer. In questa ottica si sono rivelati degli strumenti particolarmente utili
la teoria dei processi stocastici e la teoria delle code.

Un modello parsimonioso che descrive in modo soddisfacente le proprieta os-
servate e il Moto Browniano Frazionario, che utilizza un unico parametro H,
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detto parametro di Hurst; tale processo e I’'unico processo gaussiano, esatta-
mente autosimile, a incrementi stazionari; il processo dei suoi incrementi si
chiama Rumore Gaussiano Frazionario.

E stato studiato in particolare da I.Norros un sistema di coda con processo
in arrivo

A(t) = mt + VamZ(t)

dove Z(t),t € (—o0,00) ¢ il Rumore Gaussiano Frazionario (moto browniano
frazionario standard).
Tali studi hanno evidenziato come questi sistemi di code abbiano caratteri-
stiche molto differenti da quelli con processi in ingresso markoviani: € stato
infatti dimostrato che ’andamento della funzione di distribuzione della coda
& Weibulliano,

P(V>z)~e ™  perz— oo,

dove y & una costante e § = 2 — 2H € (0,1), mentre nel caso di processi in
ingresso markoviani ¢ asintoticamente esponenziale,

P(V>z)~e ™ perx— oo,

con V la dimensione della coda e 7 un parametro chiamato tasso di decadi-
mento asintotico.

Non esistono allo stato attuale altri risultati analitici di rilievo e dunque
risulta evidente 'importanza delle simulazioni come strumento di indagine.
Diversi algoritmi sono stati implementati per generare dei campioni di FGN
e tra questi il piu preciso € 1'algoritmo di discretizzazzione (dFGN); tale al-
goritmo e risultato particolarmente utile, in questo lavoro, per implementare
delle simulazioni di code con FBM come traffico di ingresso al buffer.

Da queste simulazioni si e riscontrato come le proprieta di correlazione a
lungo raggio non siano le sole a condizionare in modo determinante la coda.
Particolari tipologie di traffico, come il traffico video, non sono infatti de-
scritte in modo soddisfacente da processi esattamente autosimili come il
FBM, essi presentano delle correlazioni a corto raggio molto forti e sono
asintoticamente autosimili.

Si puo pensare allora di modellizzarli utilizzando dei processi che presentano
delle proprieta di scala differenti a seconda della scala di tempo che si con-
sidera.

Si puo ad esempio pensare a dei processi che siano autosimili di parametro
H, su un dominio di scale temporali limitato da un parametro indicato con
r, e autosimili di parametro H, su un dominio di scale temporali maggiori di
r.



Capitolo 2

Teoria dei processi stocastici e
teoria delle code

2.1 Modelli di code

I processi stocastici sono modelli matematici di fenomeni aleatori che si
evolvono nel tempo.
Nel nostro lavoro saranno utili le seguenti classi di processi stocastici:

Definizione 2.1. Un processo stocastico X = (0, F,{Fi}ier, {Xi}ter, P) a
valori nello spazio topologico (E, B(E)) si dice:

stazionario se le sue distribuzioni finito dimensionali sono invarianti per
traslaziont temporali.

(X é stazionario se ;.. 1, (A) = g+, t,+n(A) perognity <...<t,,heT
e per ogni insieme misurabile A).

a incrementi stazionari se la distribuzione congiunta degli increments
(Xt — X41)y -+, (Xin — Xin—1) € la stessa di (Xoorn — Xp14n)s-- -

.- (th—|—h - Xt(n71)+h)

a incrementi indipendenti se per ogni t; < ... < t, € T le variabili
(X2 — X41)y oo vy o oo (X — Xip_1) sono mutuamente indipendenti.

a incrementt indipendenti e stazionari se soddisfa entrambi i requisits
della definizione

processo di Markov se

(2.1) P(X(t+s) € A|F<,) = P(X(t+s) € A|X(t))

per ogni s,t >0 e A € B(E).



Un modello di accodamento ¢ un modello usato per descrivere sistemi di
code, ovvero processi in cui dei clienti (pacchetti) arrivano, aspettano il loro
turno per essere serviti e, quindi, si allontanano.

In una coda, l’arrivo (nel sistema) di un cliente, ovvero 'istante in cui un
cliente si accoda agli, eventuali, altri clienti, & casuale; inoltre, si fa riferi-
mento al ritardo di trasmissione di un pacchetto, come al tempo che il cliente
deve attendere per essere servito oppure, piu semplicemente, come al tempo
di servizio.

Una coda e descritta dalle seguenti funzioni:

e N(t) = # clienti nel sistema di coda all’istante di tempo t.

e T; = tempo trascorso nel sistema di coda dall’i-esimo cliente.

Solitamente, queste funzioni non sono note e devono essere stimate, quindi,
siamo interessati a ciascun valore che ognuna delle funzioni appena descritte
assume in media (N e T)).

Indichiamo con A e §, rispettivamente, il tasso degli arrivi e delle partenze
nel sistema di coda; allora il risultato seguente mette in relazione N e T

Teorema 2.1. (di Little) Dato un sistema stabile (6 = X), allora il numero
medio di clienti nel sistema é dato dalla sequente relazione N = \T

Di seguito, andremo a vedere diversi tipi di sistemi di accodamento; in gene-
rale per indicare un modello di coda si usa un’etichetta del tipo A/B/X/Y/Z
dove:

1. Con A si caratterizza il processo stocastico secondo cui si succedono gli
arrivi dei clienti.

2. Con B si descrive il processo dei tempi di servizio.
3. Con X si intende il numero (intero, possibilmente infinito) di servitori.

4. Con Y si descrive la capacita della fila d’attesa, cioe il massimo numero
di clienti che possono trovare posto nella fila d’attesa (escludendo quindi
i clienti gia in servizio). Si puo avere ¥ = oo.

5. Con Z si indica la disciplina di coda, ovvero la regola che viene seguita
per scegliere il prossimo cliente da servire tra quelli nella fila d’attesa.

Il parametro Y si indica solo nel caso in cui sia diverso da oo, il parametro
Z si indica solo nel caso in cui sia diverso da FIFO (First In First Out).
Definiamo ora un Processo di Poisson:



Definizione 2.2. Un processo di Poisson {Ny,t > 0}, é linsieme delle
variabili aleatorie definite su uno spazio di probabilita di Poisson (2, A, P),
dove

()\t)k e M

(2.2) PNy = k) = 2

, per un fissato valore di \.

E possibile caratterizzare un processo di Poisson come segue:

Proposizione 2.2. Sia {N;,t > 0} un processo, allora risulta che:
{N;,t > 0} é un processo di Poisson <=

1. Ny — N, ha la stessa distribuzione di Ny_, (incrementi stazionari);

2. [s,t]N[u,v] = @ = N, — N e N, — N, indipendenti.

Definiamo inoltre le variabili aleatorie Wy e T} rispettivamente, tempo di
attesa per il k-estmo arrivo e j-esima lacuna:

o Wy = k-esimo arrivo = wy

[ ] Tj:wj—wj_l

La distribuzione di Wy, e la funzione definita come segue:

0 t<0

1_2’:;3(/\'5):”7'!8_’“ t>0

(2.3) P(Wy <t) = {

In particolare, la distribuzione di W e la distribuzione esponenziale di parame-
tro A; la distribuzione di T} € esponenziale dello stesso parametro, in quanto
T, = Wy — Wy = Wi, la distribuzione delle altre lacune, in virtu del fatto
che sono mutuamente indipendenti ed equidistribuite, allora P(T; < t) =
P(T, <t) e quindi & anch’essa esponenziale.

La generica variabile aleatoria T; appena definita su (€2,.4) & percio solita-
mente denotata con 7" ed & generalmente detta tempo di interarrivo.

Un’ importante proprieta di un processo di Poisson & la proprieta di memo-
ryless del tempo di interarrivo che puo essere espressa come segue:

PT>r+tT>t)=P(T>r)

Un processo di Poisson e generalmente considerato un buon modello per
descrivere il processo originato da diversi processi di arrivo di pacchetti, in-
dipendenti e equidistribuiti anche se i singoli processi non sono tutti descri-
vibili attraverso un processo di Poisson.
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Analizziamo adesso i diversi sistemi di coda.

Modello di coda M/M/1: L’M/M/1 & un sistema di coda in cui gli
arrivi si susseguono secondo un Processo di Poisson, cioe la distribuzione
di ciascuna statistica di arrivo 73,7 € {1,2,...}, & la distribuzione espo-
nenziale di parametro A, la distribuzione di ciascuna statistica di servizio
Si,i € {1,2,...}, & la distribuzione esponenziale di parametro u, il # ser-
ver ¢ 1, la capacita della fila di attesa ¢ infinita e la disciplina della coda &
FIFO; le statistiche di arrivo e le statistiche di servizio sono mutuamente
indipendenti.

Dalla definizione di M/M/1, si capisce che:

e La prima M denota il fatto che ogni statistica di arrivo gode della
proprieta di memoryless.

e La seconda M denota il fatto che ogni statistica di partenza gode della
proprieta di memoryless.

e L’1 denota il fatto che il # di server e 1.

Modello di coda M/M/m: La piu semplice generalizzazione del modello
di coda M/M/1 consiste nel considerare un numero arbitrario di server (tipi-
camente maggiore di 1), il modello di coda che si ottiene & I'M/M/m.
Anche in questo caso la distribuzione degli arrivi e esponenziale di parametro
A, la distribuzione dei tempi di servizio ¢ esponenziale di parametro p, il #
di server € m e si suppone che la disciplina della fila sia FIFO.

Modelli di coda M/E2/1 e M/H2/1: Nella coda M/E,/1 gli arrivi
seguono un processo di Poisson di parametro A, mentre i tempi di servizio
hanno densita di probabilita di tipo Fy ' con media 1/, il servizio & com-
posto da due stadi separati esponenziali in serie, i due stadi non sono due
servitori indipendenti.

Quando invece i tempi di servizio sono descritti da una variabile aleatoria
H, ? & possibile rappresentare il servizio mediante due stadi in parallelo sta-
tisticamente indipendenti tra loro, ciascuno con tempi di servizio distribuiti
secondo densita di probabilita esponenziali.

Modello di coda M/G/1: Nelle code M/G/1 i tempi di servizio sono
descritti da distribuzioni arbitrarie.

In generale una v.a. Erlang-n (F,,) ha espressione f)((n) (t) = ("(”Tzii’;,_ : e~ >0

?In generale una v.a. Iperesponenziale H, & del tipo fy (t) = > | a;pue ¢t >0
con Yo a; =1



Capitolo 3

Autosimilarita: processi
autosimili gaussiani
e non gaussiani.

3.1 Processi a-stabili

La teoria delle distribuzioni stabili e stata sviluppata negli anni '20 e 30
principalmente da P.Levy e A.Khinchine; si possono dare quattro definizioni
equivalenti di distribuzione stabile.

Una variabile aleatoria X ha una distribuzione stabile se:

1. per ogni coppia di numeri A e B positivi, esistono un numero positivo
C e un numero reale D tali che

(3.1) AX;+BX, £CX +D

dove X7 e X5 sono copie indipendenti di X e dove £ denota uguaglianza
in distribuzione.

2. per ogni n > 2 esistono un numero positivo ', e un numero reale D,,
tali che

(3.2) X4+ Xo+...+ X0 2 CoX + D,
dove X1, X5,..., X, sono copie indipendenti di X.

3. possiede un dominio di attrazione, cioe, se esiste una successione Y1, Y, ...
di variabili aleatorie i.i.d. e una successione di numeri positivi d,, e di
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numeri reali a,,, tali che

Vi+Yo+...+Y,
dr,

(3.3) ta, 5 X

d e
dove — denota convergenza in distribuzione.

4. esistono parametri reali 0 < o < 2,—-1 < # < 1, e pu, tali che la sua
funzione caratteristica ha la seguente forma:

(3.4)
Elexp (i0X)] = { exp {—0®|0|*(1 — iB(signd) tan %) + iuf} se a #1

exp{—ol|0|(1+ if2(signf) In |6]) +ipf} sea=1

Il numero « & detto indice di stabilita o esponente caratteristico.

Una variabile aleatoria stabile con indice a verra chiamata a-stabile.

Le distribuzioni stabili verranno denotate con S, (o, 8, 1) e con SaS le dis-
tribuzioni stabili simmetriche.

Il parametro p e detto parametro di shift, il parametro o ¢ detto parametro
di scala, il parametro § € invece detto parametro di skewness e misura in
qualche modo le proprieta di simmetria della distribuzione: la distribuzione
Sa(o, B, 1) si dira spostata a destra se > 0, spostata a sinistra se § < 0.
Una delle piu importanti proprieta delle distribuzioni stabili € quella che
riguarda il comportamento asintotico delle code della distribuzione P(X > \)
e P(X < —\) per A\ — oo: si ha che per X ~ S,(0,08,1) con 0 < a < 2,
le code hanno un andamento del tipo A™¢, implicando dunque una molto
maggiore variabilita; per una variabile stabile & cioeé molto piu probabile che
per una variabile gaussiana assumere valori lontani dalla media.

Il comportamento asintotico € dunque una caratteristica delle distribuzioni
stabili largamente usata nelle applicazioni. Una distribuzione con questa pro-
prieta e detta a coda pesante.

Un ulteriore caratteristica interessante & che per X ~ S, (o, 3, 1) con indice
di stabilita 0 < a < 2, si ha:

E[[XP] <o per0<p<a

(3:5) E[X[] =00 perp>a

I processi stocastici a-stabili sono dei processi che hanno distribuzioni finito
dimensionali a-stabili. Le loro marginali hanno quindi varianza infinita per
0 < a < 2 e cio li rende degli ottimi candidati per modellare fenomeni reali
con comportamenti erratici.

I processi a-stabili si possono rappresentare anche in termini di integrali sto-
castici a-stabili, che sono degli integrali di funzioni deterministiche rispetto
a misure aleatorie a-stabili.
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3.2 Processi autosimili

I processi autosimili sono dei processi stocastici con la proprieta di essere
invarianti in distribuzione rispetto a determinati cambiamenti di scala tem-
porale e spaziale.

Nel contesto delle telecomunicazioni tali processi si sono rivelati degli ottimi
modelli in grado di descrivere in modo parsimonioso le proprieta di autosimi-
larita del traffico che sono state osservate, con 'uso di un solo parametro
indicato con la lettera H e chiamato parametro di Hurst.

Un processo stocastico a valori reali {X(¢),t € T} ¢ autosimile con in-
dice H > 0 (H-as) se per ogni a > 0 le distribuzioni finito dimensionali
di {X(at),t € T} sono identiche alle distribuzioni finito dimensionali di
{a’ X (t),t € T}, cioé se per ogni d > 1, t1,...,t4 € T e ogni a > 0

(3.6) (X (at1), ..., X (atg)) £ ("X (t1),...,a" X (t4))

Il parametro di Hurst e chiamato anche coefficiente di scala o indice di au-
tosimilarita ed € un numero non negativo, l'insieme dei possibili valori che H
puod assumere ¢ limitato dall’esistenza dei momenti: infatti, se {X (¢),t € T'}
¢ H-asis (autosimile a incrementi stazionari) e P(X (1) # 0) > 0, allora la
relazione E[|X(1)|"] < co implica che

0<H<1l/y sel<y<l1
0<HKLI1 sey>1

Sottolineiamo ora la differenza tra:

processo esattamente autosimile: se X (t) = m'"#X (1), per ogni
m > 0, dove X(™)(t) = % ZEZ(t—l)mH X (4),

processo asintoticamente autosimile: se la relazione precedente e veri-
ficata per m — oo,

processo esattamente autosimile del secondo ordine: se per ogni m
intero si ha Var(X™) = o*m=5, con 3 € (0,1),

processo asintoticamente autosimile del secondo ordine: se la re-
lazione precedente € verificata per m — oo.

Il moto browniano e un esempio di processo autosimile ad incrementi staziona-

ri con indice H = 1/2.
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3.3 Moto browniano frazionario, rumore gaus-
siano frazionario, simulazione FGN

Per un fissato a € (0, 2) esistono diversi processi a-stabili H-asis.

Nel caso gaussiano o = 2, 0 < H < 1, invece, esiste un unico processo H-asis,
il moto browniano frazionario (FBM), ed & denotato {By(t),t € R}.
Esso € importante non solo perche e I'unico processo gaussiano H-asis, o
perche diversi processi a-stabili H-asis si riducono ad esso nel caso a = 2,
ma anche per il suo largo uso nelle applicazioni, in particolare nel contesto
della dipendenza a lungo-range che esamineremo in seguito.

La successione degli incrementi del FBM

Y;=Bu(j+1)—Byg(j), j=...,—1,0,1,...

é per definizione una successione stazionaria, essa € chiamata rumore gaus-
siano frazionario (FGN).

Il rumore gaussiano frazionario ha diverse proprieta interessanti: € una suc-
cessione gaussiana stazionaria con media zero e varianza E[Y;?] = E[Bg*(1)] =
00°.

Vediamo ora I'implementazione di un algoritmo di simulazione di campioni
finiti di rumore gaussiano frazionario.

Sono stati studiati molti esempi di tali algoritmi simulativi, tra i piu usati
risultano il Random Midpoint Displacement(RMD) ed il metodo di discretiz-
zazione dFGN, quest’ultimo implementato per la prima volta da B.Mandelbrot
[13]; ¢ stato scelto il secondo per generare i campioni di traffico successiva-
mente utilizzati nelle simulazioni.

Tale algoritmo produce delle tracce di FGN, il processo degli incrementi del
FBM; quest’ultimo € dunque ottenibile sommando tali incrementi sull’inter-
vallo desiderato.

Per simulare il FGN si approssima la sua rappresentazione integrale.
Abbiamo precedentemente visto come la ricerca delle possibili distribuzioni
limite per somme di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite,
porti alla definizione delle leggi a-stabili, che generalizzano il problema ori-
ginario di convergenza alla distribuzione normale.

In questo contesto vediamo come i processi autosimili siano ’analogo delle
distribuzioni a-stabili e come dunque possano essere visti come limiti di de-
terminate classi di processi stocastici.

Nell’insieme di tali processi limite, il moto browniano frazionario ha un’im-
portanza primaria, paragonabile a quella che ha la distribuzione gaussiana
nell’insieme delle distribuzioni «a-stabili.
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Capitolo 4

Analisi dei dati e dipendenza
lungo range

4.1 Modelli LRD, analisi dei dati

Descriviamo ora le caratteristiche fondamentali dei processi stocastici che
presentano una forte correlazione tra elementi anche molto distanti tra loro,
si dira che tali processi presentano una struttura di correlazione a lungo
raggio (LRD).

Prendiamo in considerazione i processi stazionari con media e varianza finite:
sia X(1),...,X(n) un campione di osservazioni, v.a. i.d, questa ¢ una serie
stazionaria, dunque E[X (t)] = pelavarianzadi X =n~"> 7| X (i) ¢ uguale
a

n n
Var(X)=n"? Z v(i,7) = n *o? Z r(i,7)
ij=1 ij=1

dove indichiamo con
7, 5) = Cov(X (i), X(j)) = E[(X () — E[X(1)))(X(5) — E[X()])]

r(i,j) = 7(;’2]), o’ =Var(X(i)) peri=1,...,n

rispettivamente ’autocovarianza e 1’autocorrelazione del processo.
Se > i 7(4,5) = 0, allora

(4.1) Var(X) =n"'o”
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le X(1),...,X(n) sono mutuamente scorrelate, se invece )i, 7(i,7) # 0,
allora

(4.2) Var(X) =n"'[1+ 6,(r)]o”

con il coefliciente correttivo non nullo

n
_ _1 . .
5n(r) =n E :T(Za])
i£]
L . d- X N . t b- . . . 1 _1 PN .
a varianza di X ¢ in entrambi i casi proporzionale a n™!, cid & vero per ogni
successione di osservazioni per cui 6(r) = lim, o 6,(r) esiste, & finito ed &

maggiore di —1. In questo caso si ha asintoticamente
(4.3) Var(X) ~n7'[1+6(r)]o* = n~'e(r)o?

I processi di Markov, ad esempio, presentano questo comportamento; nel
caso della dipendenza a lungo-range invece il comportamento della varianza
di X ha un decadimento a zero piu lento

(4.4) Var(X) ~n"%(r)o?

per una certa costante a € (0,1) e dove ¢(r) = limy, 0o n* 2 >0, 7(4, §).
Partendo dalla forma di ¢(r) e di d,(r) si ricava che al crescere della dimen-
sione n del campione

n—1
Z r(k) ~ cost - n'~?,
k=—(n-1)
ed essendo a < 1 si ha che
(45) S r(k) = oo
k=—00

dunque si puo dire che le correlazioni decadono a zero cosi lentamente che
non sono sommabili.
Abbiamo la seguente situazione con 0 < H < 1:

e per 1/2 < H < 1 si ha che il processo X (¢) ha memoria lunga:



e per H = 1/2 le osservazioni sono scorrelate,

e per 0 < H < 1/2 si ha che

(e o]

Z r(k) = 0.

k=—00

Vi sono diversi metodi euristici di stima del parametro H che controlla la
memoria lunga, il pitt conosciuto & la statistica R/S; un altro metodo molto
usato ¢ il grafico di Var(X(n)) su n scala logaritmica detto variance-time
plot [12].

Consideriamo il variance-time plot: esso e stato usato per la stima di H di
quasi tutte le tracce reali a disposizione, come di quelle simulate. Esso sfrutta
la proprieta della varianza della media campionaria

Var(X™) = Var(X(m)) ~ em?*7=2

(dalla (4.4) sostituendo H =1 — «/2) dove ¢ > 0.

Facendo dunque un grafico di Var(X) su m scala logaritmica, si ottiene
una retta di pendenza 3 = 2H —2; tale pendenza viene stimata con il metodo
di regressione lineare basato sui minimi quadrati a partire da un certo valore
di k.

Nel caso di pendenza corto range o di indipendenza, la pendenza finale e
B = 2% — 2 = —1; piu il processo & correlato piu la pendenza sara minore.
Nella Figura 4.1 mostriamo i variance-time plot di tracce di FGN simulate.
Per quanto riguarda la prima traccia FGN-H = 0.83 la pendenza della retta
¢ sempre negativa ed ¢ § ~ —0.34 e dunque H stimato risulta ~ 0.8, per la
seconda FGN-H = 0.50 invece, la pendenza della retta ¢ 3 ~ —1 e dunque
H stimato risulta ~ 1/2.

Vogliamo sottolineare che il variance-time plot ¢ utile anche ad un altro scopo,
oltre a stimare il parametro H, & cioe possibile valutare attraverso di esso se
un dato processo € esattamente autosimile del secondo ordine o se lo e solo
asintoticamente.

Diciamo allora che se il variance-time plot di una certa serie risulta approssi-
mativamente rettilineo per ogni valore di &, allora tale serie si puo considerare
generata da un processo esattamente autosimile del secondo ordine, se invece
il variance-time plot presenta un andamento curvilineo che solo successiva-
mente si attesta su una retta, diremo che la serie sara generata da un processo
asintoticamente autosimile del secondo ordine; per le due serie di FGN simu-
late notiamo quindi come il loro variance-time plot sia coerente con il fatto
che esse sono esattamente autosimili del secondo ordine.
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Figura 4.1: Variance-time plot

Qualitativamente diverso e il variance-time plot di una traccia video, tale
comportamento diverso e imputabile alla presenza di forti correlazioni a corto
raggio, esso € mostrato nella Figura 4.2 La traccia non puo essere considera-

Figura 4.2: Variance-time plot traccia video
ta esattamente autosimile, ma solo asintoticamente autosimile: si individua

infatti una parte finale del variance-time plot con andamento rettilineo che
corrisponde alla zona asintotica.
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Capitolo 5

Sistemi di code con input
autosimili e analisi
delle prestazioni

5.1 Modello di coda con ingresso FBM

Studiamo ora dei sistemi di code per i quali i processi in ingresso sono dei
processi stocastici autosimili con proprieta di dipendenza a lungo-range.
Allo stato attuale, i risultati riguardanti tali code sono relativamente pochi ed
incompleti e si basano per lo pill su approssimazioni e proprieta asintotiche.
Presentiamo il modello analizzato da I.Norros [2], che rappresenta il solo
esempio di modello di coda con processo in ingresso avente dipendenza a
lungo-range, per il quale abbiamo dei risultati analitici di una certa impor-
tanza.

Si considera come processo di ingresso al sistema un moto browniano fraziona-
rio di parametro 1/2 < H < 1, cioé un processo esattamente autosimile con
una funzione di autocorrelazione non sommabile (LRD); il tempo di servizio
viene considerato deterministico.

Consideriamo V (t) la variabile aleatoria rappresentante il numero di clienti
nel sistema in condizioni di equilibrio, in altre parole la lunghezza della coda
nell’istante ¢ in condizioni di stazionarieta.

Tale quantita aleatoria puo essere definita anche nel modo seguente:

(5.1) V(t) =sup(A(t) — A(s) = C(t—s)), te€ (—oo0,00)

s<t
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dove A(t) ¢ il seguente processo
(5.2) A(t) =mt ++/amZ(t), t€ (—o0,0)

con Z(t) un moto browniano frazionario standard, con parametro di Hurst
H e (1/2,1).

Questo rappresenta il modello per un sistema di coda con ingresso A(t), che
costituisce il processo di arrivo cumulativo fino al tempo ¢; esso € caratteriz-
zato da quattro parametri, m, a, H,C, con la seguente interpretazione:

1. m > 0 rappresenta la media del processo in igresso;

2. a > 0 parametro detto coefficente di varianza, rappresenta il rapporto
tra la varianza e la media del processo in ingresso;

3. H €[1/2,1) ¢ il parametro di Hurst di Z(t);

4. C' > m e la capacita di servizio, rappresenta il numero medio di clienti
che possono essere serviti nell’'unita di tempo ed & una costante.

Teorema 5.1. Sia V(t) il processo stazionario definito nella (5.1), si scelga
l'unita di tempo in modo tale che C =1, si ha allora che

(5.3) PV(t)>z) > @ (\/Clm (%>H <$>1_H>

dove ®(y) = P(Z(1) > y) é la funzione di sopravvivenza della distribuzione
gaussiana standard.

Dimostrazione : Essendo V(t) stazionario si ha che

P(V(t) > z)=P(V(0) > z) = P(sup(—A(s) + s) > z)

>0
Operando quindi un’inversione dei tempi —s = ¢, segue che

P(sup (A(=s) = (=s)) > x) = P(sup(A(t) — 1) > z)

—s>0 £>0

essendo le distribuzioni marginali di A(—s) e —A(s) identiche. Si ottiene
dunque

P(V(t)>2) > maxP(A(t) >t + ) = max P (za) S %)

~ maxP <Z(1) > %) — max ® (%) ;
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dove si e sfruttato il fatto che Z(t) ¢ esattamente autosimile .
Dalle proprieta di ®(y), che & monotona decrescente in ¥, si ha che

Differenziando si vede che tale massimo si ha per
Hx

(1-—H)(1—-m)
quindi sostituendo questo valore nella formula di sopra, si ottiene la (5.3). O
La (5.3) rappresenta una stima dal basso per la funzione P(V > z), valida
in generale quando il traffico in ingresso ¢ esattamente autosimile.
Per esso si puo ottenere una forma piu utile nella pratica, usando la seguente
approssimazione asintotica

® 1
(y) ~ m €xXp

Si ottiene dunque la seguente stima prevista dal modello per la funzione

PV > )
$2(1—H)>

(5.4)
P(V(t) >x) > exp (— [
Il comportamento della coda della funzione di distribuzione di V' avra allora
un andamento che nelle migliori delle ipotesi sara Weibulliano, cioé del tipo
P(V > z) ~ exp (—y2”), con B < 1.

L’espressione ottenuta (5.4) nel caso browniano H = 1/2, a = 1 si riduce alla
distribuzione esponenziale

1 —
P(V > z) ~ exp (—2 mx)
m

che risulta coincidere con I'approssimazione asintotica, nel caso di traffico
pesante, per il sistema M/D/1 che abbiamo visto in precedenza.
Due caratteristiche fondamentali sono:

t =

(—y°/2) ~ exp (—y*/2).

2am(11— H)? ((1 - mgl - H)>2H

e la distribuzione della lunghezza della coda nel buffer & invariante rispet-
to a cambiamenti di scala temporale, in altre parole V' («t) ha la stessa
distribuzione di V'(¢); tale proprieta deriva dall’ipotesi fatta di staziona-
rieta;

e Z(at) ha la stessa distribuzione di o” Z(t); tale proprieta deriva dal-
I’autosimilarita del processo di arrivo.
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5.2 Simulazioni, ipotesi di modello per il traf-
fico asintoticamente autosimile

Analizziamo infine sperimentalmente, le proprieta del modello di coda discus-
so precedentemente, effettuando cioe delle simulazioni di code con processi
in ingresso esattamente autosimili (FBM).

Descriviamo dunque ’ambiente di simulazione utilizzato: si considera una
coda, o buffer, con capacita infinita, un singolo server e con processo in in-
gresso la serie di dati in esame.

In queste simulazioni verra considerato un metodo di trasmissione dei dati
detto ATM: nei buffer ATM le tracce in ingresso sono suddivise in celle di
dimensione costante, ogni cella ¢ composta da 53 bytes e ogni 8 celle vengono
aggiunti 5 bytes detti di overhead contenenti delle informazioni sull’indiriz-
zamento, utilizzate dal protocollo di trasmissione AAL.

Le celle ATM generate dalle tracce verranno poi servite dal buffer ATM con
tempo di servizio determinstico e con disciplina FIFO (First In First Out);
nel caso in cui i canali in ingresso siano N e in un determinato istante ci siano
due o piu celle in entrata contemporaneamente, viene assegnata a tali celle
una priorita di servizio in modo casuale; il carico richiesto nella simulazione
verra poi ottenuto variando la capacita in uscita.

Possiamo ora verificare I’andamento Weibulliano della distribuzione asinto-
tica della coda, previsto dal modello discusso, per il quale (5.2) & il traffico
in arrivo, confrontandolo con la distribuzione empirica di una coda genera-
ta da una simulazione in cui il processo in ingresso € un moto browniano
frazionario.

La figura 5.1 mostra il grafico di log P(V > z) su z, per P(V > z) ottenuta
in un caso della simulazione e nell’altro dall’andamento asintotico.

E stato considerato un carico p = 0.75; approssimazione sembra essere suf-
ficentemente accurata.

Tra gli altri effetti che questo modello prevede, vi e il peggioramento delle
prestazioni in coda all’aumentare del parametro di Hurst H per il processo
in ingresso e all’aumentare del carico p.

In generale comunque, esistono diverse caratteristiche del traffico in entrata
in un buffer che possono condizionare le prestazioni.

Le proprieta di correlazione, ad esempio, sono importanti su tutte le scale
di tempo; si e riscontrato infatti come le correlazioni a corto range abbiano
anch’esse un impatto non trascurabile sulle prestazioni, almeno nei casi in
cui esse siano sufficentemente forti.

E stato rilevato che il traffico video, asintoticamente autosimile, & caratteriz-
zato da correlazioni a corto range molto forti.
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Figura 5.1: Simulazione a carico 0.75

E allora necessario un modello diverso di FBM per questo tipo di traffico, si
potrebbe pensare quindi ad un modello che sia autosimile su due domini di
scale temporali diverse, cioe

o X(t) perO<a<r
(5-5) X(at) = { a2 X(t) pera>r

dove r > 0 ¢ il parametro che definisce ’ampiezza dell’insieme di scale tempo-
rali su cui il processo € autosimile di parametro H;, mentre Hy ¢ il parametro
di autosimilarita asintotico, su scale temporali molto grandi.
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