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Scopo di questo lavoro é fornire una descrizione dettagliata di un impor-
tante criterio di esattezza per un complesso, e spiegare come questo possa
essere applicato per dimostrare brevemente risultati solitamente provati in
modo diverso. Lo studio di criteri di esattezza ¢ stato centrale nell'interesse
dei ricercatori negli anni sessanta e settanta: un importante passo in avanti fu
fatto da L.Peskine e C.Szpiro, il cui risultato fu utilizzato nel 1971 da David
A. Buchsbaum e David Eisenbud per introdurre il criterio che analizzeremo
nel lavoro (vedi [BE73|). In particolare, questi ultimi hanno considerato un
complesso finito A : 0 — F), 2 Fyq — - — F 25 Fy di moduli liberi
finitamente generati su un anello commutativo noetheriano unitario R, e ne
hanno studiato ’esattezza quando tensorizzato con un modulo M non nullo e
finitamente generato: dunque, come caso particolare, hanno dato un criterio
per 'esattezza del complesso di partenza. Per ogni k = 1,...,n, il criterio
consiste di una condizione che connette informazioni sui minori di ¢ e Pgiq
con il rango di F, e di una seconda condizione che coinvolge I'ideale genera-
to dai minori di un certo ordine di ¢,. Lavorando dunque con omomorfismi
di moduli liberi finitamente generati e quindi con matrici, lavoriamo con
qualcosa di familiare con la teoria degli spazi vettoriali di dimensione finita:
differentemente da tali spazi pero, I'ideale generato dai minori non nulli di
ordine massimo della matrice che rappresenta I'omomorfismo potrebbe non
contenere un elemento invertibile. Un ruolo cruciale gioca allora in questo
contesto il concetto di profondita dell’ideale dei minori di ordine massimo
di ¢ che non siano contenuti nell’annullatore di M. In particolare, se M
¢ un modulo su un anello R, una sequenza 71,...,7, di elementi di R ¢
una M -sequenza se M #* Z?Zl r;M, ry ¢ un non zerodivisore su M e, per
ogni ¢ = 2,...,m, r; ¢ un non zerodivisore su M/ 22;11 riM. Allora, se
R é un anello noetheriano, I un ideale e M un R-modulo finitamente ge-

nerato tale che M # IM, chiamiamo la profondita di M rispetto ad I, e



la indichiamo con depth(7, M), la lunghezza di una M-sequenza massimale
contenuta in I: una caratterizzazione equivalente é fornita dall’'uguaglian-
za depth(I, M) = inf{i | Extl(R/I, M) # 0} (vedi [Mat89, Th. 16.7|); se
M = R usiamo alternativamente grade(I) per indicare depth(/, R).

Come gia accennato, strumento fondamentale del nostro lavoro diventa inol-
tre l'ideale generato dai minori di ordine v (con v > 0 fissato) della matrice
che rappresenta un omomorfismo ¢ di moduli liberi finitamente generati: é
chiamato v-esimo ideale determinantale dell’omomorfismo, ed é usualmente
indicato con I,(¢). 1l piu grande v tale che I, () moltiplicato per un modulo
M ¢ diverso da zero e quello che usualmente chiamiamo il rango di ¢ relativo
al modulo M e che indichiamo con rank(p, M). Il piu importante ideale de-
terminantale di ¢, ai fini del criterio che studieremo, ¢ il rank(p, M)-esimo,
spesso denotato con (¢, M) (vedi [Nor76, 3.2-4.2]).

Nel lavoro intenderemo sempre per anello un anello commutativo unitario.

Il criterio

Enunciamo il teorema centrale del nostro lavoro:

Teorema 1. Sia R un anello noetheriano, M # 0 un R-modulo finitamente

generato, e
A:0—-F, 2 F | —...o 2 F, (1)

un complesso di R-moduli liberi finitamente generati tale che per ogni k =

1,...,n ¢, @M #0. Allora A®gr M é esatto se e solo se, per k=1,....,n,
(a) rank(pgy1, M) + rank(py, M) = rank Fj,
(b) I(pr, M) contiene una M-sequenza di lunghezza k o I(pg, M) = R.

Osservazione. B importante notare che da I(pg, M) # R si puo dedurre
I(pr, M)M # M: dunque depth(I(¢x, M), M) é ben definita.



Ponendo M = R e definendo rank(yy) := rank(yx, R) e I(¢r) := I(pk, R),
si ha, come immediata conseguenza del teorema, che A ¢ esatto se e solo se
per ogni k (a) rank(yx+1) + rank(yx) = rank Fi, e (b) I(pr) = R oppure

I(pk) contiene una R-sequenza di lunghezza k.

Cambiare anello

I risultati di questa sezione sono fondamentali per ricondurre le dimostra-
zioni che si presenteranno alla soluzione di problemi equivalenti pit semplici

da affrontare.

(a) Da R a R/Ann(M).
Sia M # 0 un R-modulo; consideriamo I'omomorfismo di anelli

— R

Ser,s € Re7:=r+ Ann(M), possiamo considerare R come un R-modulo

con l'operazione s * T := x(s)7; dunque, se U & un R-modulo,
U=U®gR

¢ un R-modulo con P'operazione a(u ® b) := u ® ab (con u € U e a,b € R).

Inoltre, se f : U — V & un omomorfismo di R-moduli e f := f ®z R, allora

f U — V éun omomorfismo di R-moduli; se invece F' é un R-modulo libero

con base 1,...,,, ne deriva che F = F @ R ¢ un R-modulo libero con
base 71 ® 1g,...,7, ® 15. Infine, se ¢ : F' — G ¢ un omomorfismo di R-
moduli liberi finitamente generati e A = ||a;|| & la matrice che rappresenta

¢ rispetto a due basi date di ' e G, allora % := ¢ ®g R ha come matrice
||x(ax;)|| rispetto alle basi indotte di F' e G; se ne deduce che

ranky(p, £) = rankg(p, E) e I(@, E)=I1(p, E)R (2)



(nota che un R-modulo E ¢ anche un R-modulo). Consideriamo ora un
complesso A di R-moduli liberi finitamente generati come in 1, e deduciamone

il complesso di R-moduli liberi finitamente generati A := A @y R, dato da

T Pn_ T3

K:OHFnHFn_1—>~-HF1¢—1>FO. (3)

Lemma 1. Siano A e A come sopra e sia E # 0 un R-modulo. Valgono le

condizions
(a) rankg(pri1, E) + rankg(or, E) = rankg(Fy)
(b) I(px, E) contiene una E-sequenza di lunghezza k oppure I(ox, E) = R,
per ogni 1 < k < n se e solo se per ogni 1 < k < n valgono le condizion:
(@) rankg(@ips, F) + rankg(py, F) = rankg(Fy)
(b) (@, E) contiene una E-sequenza di lunghezza k oppure 1(p,, E) = R.

Lemma 2. Siano A e A complessi come in 1 e 3, e sia E# 0 un R-modulo.

Allora A ®r E ¢ esatto se e solo se A @5 E ¢ esatto.

Osservazione. L'R-modulo M che appare nella definizione di R pud an-
che essere considerato un R-modulo, e come tale risulta fedele. Dunque,
grazie ai lemmi 1 e 2, sara spesso equivalente procedere nelle dimostrazioni
continuando a chiamare I’anello R, ma considerando M un R-modulo fedele.
In tal caso, se a & un omomorfismo di R-moduli liberi finitamente generati,
utilizzeremo le uguaglianze rank(a, M) = rank(«) e I(a, M) = I(«).

(b) Da R ai suoi moduli di frazioni.

Sia R un anello noetheriano, sia

Q:0—> Q™ Quoy 255 Qus— - — Q1 5 Qo (4)

un complesso di R-moduli, e sia S una parte moltiplicativa chiusa di R.

Denotiamo allora con Qg il complesso di Rg-moduli

Qs : 0 — (Qn)s 25 (Qn 1)s — -+ — (Q1)s 25 (Qo)s. (5)



I seguenti due risultati saranno fondamentali nel nostro lavoro, permet-

tendoci spesso di ridurre le dimostrazioni al caso locale:

Lemma 3. Sia A un complesso come in 1, M # 0 un R-modulo finitamente
generato e supponiamo che le condizioni (a) e (b) del lemma 1 siano sod-
disfatte. Se P ¢ un ideale primo di R con Mp # 0, allora Rp, Ap e Mp

soddisfano condizioni analoghe a (a) e (b).

Lemma 4. Se M # 0 ¢ un R-modulo, il complesso Q ®r M ¢ esatto se
e solo se lo ¢ il complesso Q,, ®r, My, per ogni ideale massimale m (o,

equivalentemente, per ogni ideale massimale m tale che M, # 0).

Sufficienza

Un R-modulo proiettivo finitamente generato E si dice di rango ben defini-
to se i ranghi degli Rp-moduli liberi £'p coincidono per ogni ideale massimale
P; in tal caso il rango di F é definito come il rango di Ep per un qualsiasi

massimale P.

Lemma 5. Se R ¢ un anello e ¢ : F' — G un omomorfismo R-moduli liberi

finitamente generati, allora coker ¢ e proiettivo ed é di rango ben definito se

e solo se I(¢) = R.

Dimostrazione. <) R puod essere supposto locale, ed in tal caso basta
dimostrare che coker(y) é libero di rango rank(G) —rank(y). Se rank(p) =k
e Ij, é la matrice identita di ordine k, allora esistono basi per F' e G tali che

 sia rappresentato dalla matrice

I;; 1 0
010

Il risultato segue allora facilmente. =-) R pud essere supposto locale; si

dimostra poi che G Z Im e @ (G/Imp) e che F = Im ¢ @ Ker ¢, da cui Im ¢



e Ker ¢ risultano proiettivi e dunque liberi perché moduli su un anello locale.
idim, D0 . .
Infine si dimostra che Im ¢ @ Ker ¢ tmy ®0, Imy @ (G/Imp) ha gli stessi

ideali determinantali di ¢, da cui I(p) = R. O

Lemma 6. Sia R un anello, M # 0 un R-modulo, e B : F %6 Y% Houn
complesso di R-moduli liberi finitamente generati con I(p, M) = I(v, M) =
R. Allora B®g M ¢ esatto se e solo se rank(p, M) + rank(¢), M) = rank G.

Dimostrazione.  Ci si puo ridurre al caso locale e supporre che M sia un
modulo fedele, da cui rank(y, M) = rank(p) e rank(¢, M) = rank(¢). Prima
si dimostra che Ker ¢, Im ¢, Ker ¢ e Im sono moduli liberi di rango finito;
poi che Kery) = Imp @ U e che rank(G) = rank(p) + rank(¢)) + rank(U) per
un qualche modulo libero U di rango finito: ne risulta che U = 0 se e solo se
rank(G) = rank(y) + rank(z). Inoltre, dopo aver dimostrato che B ® M ¢é
esatta se e solo se (Kervy) @ M = (Im ) ® M, si ottiene che B® M ¢ esatta
se e solose U ® M =0, cioé se e solo se U = 0. O

(<) Prova della sufficienza delle condizioni del teorema.
Dimostrazione. Per prima cosa ci si riduce al caso locale, si assume che J
sia 'ideale massimale di R e si pone depth(J, M) = [. Poi si osserva che,
grazie al lemma 5 applicato nel caso locale, il modulo F} := coker(¢;+1) é

in realta libero, e che, se ¢ é la mappa indotta da ¢, e m é la proiezione

canonica da F; a F/, allora ¢, = ¢jm: quindi A si ottiene componendo

. . X $n uys /

i complessiB : 0 — F, — F,_y — ... = Fi.;. — F, — F — Oe
®; Pr—1

A:0—F S F,—F,— - —F 2L, Fy. Dunque, per concludere,

¢ sufficiente mostrare che B® M e A’ ® M sono entrambi esatti. Il primo
risulta tale grazie al lemma 6; per il secondo ragioniamo per induzione sulla
dimensione di Krull dell’anello. Se dimR = 0, [ = 0 e non c¢’é¢ nulla da
dimostrare; se dim R > 0 si suppone che questa implicazione del teorema
valga per anelli di dimensione minore di quella di R. Dunque, poiché se

P ¢ un qualsiasi primo non massimale le condizioni (a) e (b) del teorema



valgono per (A’)p e per il modulo Mp, da dim Rp < dim R deduciamo, per
ipotesi induttiva, I'esattezza del complesso (A')p ®g, Mp. Per ogni primo
non massimale si ha quindi [H;(A’ ® M)|p = 0: se quest’ultima uguaglianza
é valida anche per il massimale J abbiamo finito; altrimenti si prova che
depth(J, H;(A" @ M)) = 0, depth(J, Fy, ® M) > k per k = i,...,1 —1, e
depth(J, F}/ ® M) > 1. Si conclude per il lemma 7 applicato a A’ @ M. O

Lemma 7. (L. Peskine-C. Szpiro) Supponiamo che R sia un anello noe-
theriano, I un ideale, e C: 0 — M,, — M,_y — --- — My — My un com-
plesso di R-moduli con omologia Hy, = Hy(C) e tale che, per ogni 1 < k <n,
risulti depth(I, My) > k e depth(I, Hy) = 0. Allora C ¢ esatto.

Dimostrazione. Se By e ()} sono rispettivamente i k-bordi ed i k-cicli
del complesso, si ha B, C C} C M,. Si suppone per assurdo che C non
sia esatto e si prende il piu grande intero m > 1 con H,, # 0: dunque
B, #C, maC :0—> M, — -+ — M,.1 — B, — 0 ¢ una successione
esatta. Per prima cosa si dimostra, per induzione sulla lunghezza di C’, che
depth(I,B,,) > m+1 > 2. Poi da C,, C M,, e depth(I,M,,) > m > 1
si deduce che depth(/,C,,) > 1. Infine, utilizzando la successione esatta
0 — B, — C,, — H,, — 0 e le informazioni che abbiamo su depth(7,C,,) e

depth(7, B,,), deduciamo che depth(I, H,,) > 0, una contraddizione. O

Necessita

Lemma 8. Sia R un anello noetheriano, M # 0 un R-modulo finitamente
generato, e A : 0 — F, RN F,y— - - - K “, Fy un complesso di R-
moduli liberi finitamente generati con o, QM # 0 e tale che AQgr M ¢ esatto.

Allora, per ogni k =1,...,n, I(pr, M) contiene un non zerodivisore su M.

Dimostrazione. Supponendo per assurdo che I(p,, M) contenga solo zero-

divisori su M, si dimostra I'esistenza di un modulo 0 # L C M tale che o



rank(y,, L) = 0, oppure 0 < rank(y,, L) < rank(F},): in entrambi i casi si
giunge ad una contraddizione. Per estendere il risultato agli altri ¢y, fac-
ciamo poi vedere che i non zerodivisori su M possono essere invertiti in R:
sostanzialmente, se S é I'insieme dei non zerodivisori su M, si dimostra che se
il lemma vale per Rg, allora vale anche per I’anello di partenza; per semplicita
continuiamo dunque a chiamare I'anello in cui si lavora R, supponendo che
tutti i non zerodivisori su M siano elementi invertibili di R. Analogamente,
senza perdita di generalita, si puo passare dall’anello R all’anello R/ Ann (M),
e continuare la dimostrazione chiamando I’anello ancora R, ma supponen-
do che M sia un R-modulo fedele e ponendo rank(gg, M) = rank(yy) e
I(pr, M) = I(¢g). Dunque I(p,) = R e, per il lemma 5, F! | := coker(y,,)
¢ proiettivo. In seguito si dimostra che F)_, ¢ in realta un modulo proiettivo
finitamente generato di rango costante su un anello semilocale, ed ¢ dun-
que libero. Allora si indica con ¢/, | : F! | — F,_5 la mappa indotta da
©n—1, € se ne deduce che I(p,_1) = I(¢),_) e che ¢/ |, ® M é un mono-
morfismo. Quindi, procedendo esattamente come per ¢,, si dimostra che
I(¢), 1) = I(@n_1) contiene un non zerodivisore su M, ed un procedimento

induttivo conclude la dimostrazione. U

(=) Prova della necessita delle condizioni del teorema.
Dimostrazione. La condizione (a) del teorema si dimostra banalmente fa-
cendo vedere che i non zerodivisori su M possono essere considerati inverti-
bili, e che si pud lavorare con rank(¢x) e I(px) al posto di rank(px, M) e
I(pg, M), potendo supporre M fedele. Dunque, valendo il lemma 8, si ha
I(pr) = R per ogni k = 1,...,n: applicando allora il lemma 6 al complesso
Frq RGAEN F, 2% Fy_ per ogni k, si ottiene il risultato desiderato.

Per dimostrare la condizione (b), si comincia provando che, se 3 é un non zero-
divisore su M, si ottiene, con i morfismi indotti dalle relative mappe di AQ M,

la successione esatta 0 — (F,M)/B(F,@M) — -+ — (Fi@M)/B(FiM).

Quest’ultima, in quanto chiaramente isomorfa come complesso al seguente



D:0— F,®M/M)— F,_1®(M/M) - -+ — F, ® (M/BM), ne
implica l'esattezza (vedi [Nor76, 6.4, Lemma 4]). Si procede poi per in-
duzione su n: nel caso n = 1 la condizione (b) del teorema ¢ banalmente
verificata; si suppone allora che la condizione (b) valga per complessi pii
corti di quello che stiamo considerando e si definisce 3 := (105 ... (3,, con [
un non zerodivisore su M contenuto in I(pg, M) (la sua esistenza é garan-
tita dal lemma 8). Allora, essendo § un non zerodivisore su M, si ottiene
una successione esatta come quella indicata con D. Quindi, applicando op-
portunamente la condizione (a) del teorema, si ottiene, per 2 < k < n,
rank(ox, M/BM) = rank(pg, M), da cui I(pr, M/BM) = I(pr, M). Appli-
cando poi 'ipotesi induttiva al complesso D, risulta che, per ogni 2 < k < n,
I(x, M/BM) = R oppure depth(I(¢g, M/BM),M/GM) > k —1: dunque o
I(¢r, M) = R, o depth((py, M), M/BM) > k — 1. Ma I'ultima condizione
¢ equivalente a richiedere depth(I (g, M), M) > k, e questo, unito al fatto
che I(¢1, M) contiene almeno un non zerodivisore su M, conclude la dimo-

strazione. O

Applicazioni

(1) Un’interpretazione geometrica
Se I'anello noetheriano R che appare nel teorema 1 & 'anello dei polinomi
R = Klzo, ..., z,] con K campo algebricamente chiuso, allora il teorema 1
ha una semplice interpretazione geometrica. Se I(p) = {f € R | f(p) = 0}
e se A ¢ il complesso che appare nel teorema 1, allora indichiamo con A(p)
il complesso A(p) : 0 — F,(p) — Fooi(p) — -+ — Fi(p) — Fo(p), dove
Fi(p) == F, ®r (R/1(p)). In particolare risulta che F;(p) ¢ un R/I(p)-spazio
vettoriale di dimensione finita con rankpg/;(,) (Fi(p)) = rankg(F;), e le matrici

che rappresentano i morfismi di A(p) possono essere considerate come le



matrici dei morfismi di A calcolate in p.

Corollario 1. (vedi [Eis05, Coroll. 3.4]) Consideriamo il sequente complesso
A:0—>F 2 F, 1 — - — F 25 Fy— 0 di moduli liberi finitamente
generati su un anello di polinomi a coefficienti in un campo algebricamente
chiuso, diciamo K(xzo, ..., z,]. Sia X; C K Dinsieme dei punti p tali che
il complesso A(p) non é esatto in F;(p). Allora il complesso A ¢é esatto se e

solo se, per ogni i, l'insieme X; & vuoto oppure codim X; > 1.

Dimostrazione. — Se r; = rank(F;) — rank(Fj;) + --- £rank(F,), come
semplice applicazione del teorema 1 si dimostra che A ¢é esatto se e solo se

grade(I,,(y;)) > i per ogni ¢ > 1. Poi si considera l'insieme algebrico
Y ={p e K™ | rank(pi(p)) < r:},

e si dimostra che Y; = {p € K" | f(p) =0 Vf € I,,(p;)}. Ne deriva che
codim(Y;) = codim(7,.(y;)) e, da grade([,,(y;)) = codim(I,,(¢;)), segue che
A ¢ esatto se e solo se codim(Y;) > i per ogni ¢ > 1. Il passo successivo &
dimostrare che A(p) ¢ esatto in Fj(p) per ogni j > i se e solo se p ¢ U;>;Y].
Dunque U;>;X; = U;»;Y; e, poiché codim(U;>;Y;) = min;>,;(codim(Y})),
codim(Y;) > i per ogni ¢ se e solo se codim(U,>;Y;) > ¢ per ogni . Il ri-

sultato segue allora facilmente. 0]

(2) 11 complesso di Koszul

Il complesso di Koszul degli elementi x4, ..., xs in R ¢é definito da
0— AR5 5 APRY L APTIR S AR RS R,

ed ¢ indicato con K(zy,...,xs). Se y; = (0,...,1,...,0) € R® con 1 nella
j-esima posizione, allora APR® ¢ un R-modulo libero di rango (;) con base
W N Ay, | 1< By < -+ < kp, < s}, e il morfismo ¢, é definito da

p
(pp(ykl FANAN ykp> = Z(—l)H—lfL’ki [ykl FANWA /&Z/}k’b AN ykp]- (6)

i=1

10



Supponendo le basi sottoposte ad un ordinamento lessicografico, si ottiene

che 6 da origine ad una colonna della matrice di ¢, i cui soli elementi non
. . . ’ +1

nulli sono, in ordine dall’alto, (—=1)P"'ay ..., Tk, =Ty, T,

Il prossimo teorema, solitamente dimostrato in modo pitl complesso, ¢ un

risultato che puo essere ottenuto come un’applicazione diretta del teorema 1:

Teorema 2. Sia M # 0 un modulo finitamente generato su un anello noe-
theriano R e sia x1,...,xs una M-sequenza. Allora K(z1,...,xs) Qg M &

esatto.

Dimostrazione. Si dimostra, lavorando direttamente sulla matrice di ¢p ri-
spetto alle basi sopra citate e sottoposte ad un ordinamento lessicografico, che

rank(p,, M) = (;:}) = n e che I(p,, M) contiene I'M-sequenza 7, ...,z

< 3

O

Allora K(z1,...,xs) ®g M & esatto per il teorema 1.

Teorema 3. Sia M # 0 un modulo finitamente generato su un anello noethe-
riano R e supponiamo che x,...,xs siano elementi nel radicale di Jacobson

di R. Se K(x1,...,x5) g M ¢é esatto, allora 1, ...,xs & una M-sequenza.

Dimostrazione.  Basta osservare che la matrice di ¢4 € una colonna con,
dall’alto, gli elementi (—1)*" 'z, (=1)%zs 1, ..., —22, xq; da rank(p,, M) =1
si ottiene I(pgs, M) = (21, ..., x5), e per il lemma di Nakayama I(ps, M) # R.
Allora, applicando il teorema 1, otteniamo che depth(I(ps, M), M) > s; la

tesi segue allora da risultati noti sulle M-sequenze. U

(3) I teoremi di Hilbert-Burch e di Bruns

Teorema 4. (Hilbert-Burch) (vedi |Eis05, Th. 3.2|) Sia R un anello

noetheriano e I # 0 un ideale con una risoluzione libera finita di lunghezza 1
M
0—-F—G—1—-0, (7)

(per finita intendiamo con moduli finitamente generati). Se il rango del mo-

dulo libero F' ét, allora il rango di G é necessariamente t+1, e si puo trovare

11



un non zerodivisore b su R tale che I = bl (M). Inoltre grade(l(M)) = 2.
Viceversa, dato un non zerodivisore b su R ed una matrice (t + 1) x t, M,
a elementi in R e tale che grade(l;(M)) > 2, allora l'ideale I = bl,(M) am-
mette una risoluzione libera finita di lunghezza 1 come in 7.

In entrambi i casi 'ideale I ha grado 2 se e solo se l’elemento b é invertibile.

Dimostrazione. Per dimostrare la prima parte, usando l'inclusione di [ in R
si ha la successione esatta 0 — F L ¢ 2 R, da cui, applicando il teorema
1, si ottiene rank(G) = t + 1 e grade([;(M)) > 2. Ma codim([;(M)) < 2
e, poiché grade(I;(M)) < codim([;(M)), si ha grade(l;(M)) = 2. Si pone
A= (Ay,..., A1), con A;uguale a (—1) volte il determinante della matrice
ottenuta da M cancellando la i-esima riga, e si indica Hompg(—, R) con —*.
Si dimostra poi che F* Mg R pger g &R0
sono complessi, e che 'ultimo é anche esatto per il teorema 1. Ne deriva che
esiste b € R tale che A*b = A* e dunque tale che I = bl;(M). Poiché in
un anello noetheriano, come semplice conseguenza del teorema 1, un ideale
diverso da zero che ha una risoluzione libera di lunghezza finita e con moduli
finitamente generati contiene un non zerodivisore, allora b é necessariamente
un non zerodivisore.
Per la seconda parte, si dimostra che rank(M) = ¢ e si pone, con A; come
sopra, A = (bAy,...,bA;11). Poiché rank(A) = 1, da I(A) = bI(M) si
deduce che grade(I(A)) > 1. Allora il complesso 0 — F M G2 R é esatto
per il teorema 1, e [ = I(A) = Im(A) implica la tesi. O
Segue una riformulazione del teorema di Hilbert-Burch nel caso di un
dominio noetheriano. Prima pero, se R ¢ appunto un dominio noetheriano,
diciamo che M é un R-modulo privo di torsione se ogni volta che rm = 0
conr € Red m € M, allora r = 0 oppure m = 0. Se S = {R\ 0} e
K := S7'R ¢ il campo dei quozienti di R, allora definiamo il rango di M

essere la dimensione di M ®r K = Mg come K-spazio vettoriale.
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Teorema 5. Se R ¢ un dominio noetheriano e p : F' — G un omomorfismo
di R-moduli liberi con rank(F') = n erank(G) = n+1, si ha grade(I,,(¢)) > 2

©p \ . . . .
se e solo se coker(F' = G) ¢ privo di torsione e di rango 1.

Dimostrazione. Se coker(y) é privo di torsione e di rango 1, si dimostra che
¢ isomorfo ad un ideale I di R. Dunque, se 7 : G — G/Im(yp), se f é un
isomorfismo tra coker(y) ed I, ed i I'inclusione di I in R, allora si ottiene
la successione esatta 0 — F % G Y% R e si conclude per il teorema 1.
Viceversa sia grade([,(¢)) > 2, A la matrice che rappresenta ¢ rispetto alle
basi f e g, e A; la matrice che si ottiene da A omettendo la sua i-esima
riga. Allora, se f; = (—1)'det(A4;) e B = (f1,..., fat1) & la matrice che
rappresenta un omomorfismo ¢ rispetto alle basi g ed 1 € R, si ottiene che
il complesso 0 — F %, G 25 R ¢ una successione esatta per il teorema 1.

Dunque coker(yp) = Im(¢;) ¢ privo di torsione ed ha rango 1. O

Come conseguenza del teorema precedente:

Teorema 6. (Bruns) Sia R un dominio noetheriano integralmente chiuso ed
M un R-modulo finitamente generato con grade(Ann(M)) > 2. Allora esiste
un ideale I tale che (1) M sia un quoziente di I, (2) grade(I) = 2 oppure

I =R, (3) per qualche n esiste 0 — R™ — R™™ — [ — 0 successione esatta.

Dimostrazione.  Si costruisce I'epimorfismo R"*! I, M e si dimostra che
V := Ker(f) é privo di torsione, finitamente generato, e di rango n+1. Per il
teorema di Bourbaki (vedi |Bou85, 7.4, Th.6]), esiste un sottomodulo libero
F di V tale che V/F ¢ isomorfo ad un ideale di R, é privo di torsione, ed ¢é
di rango 1. Se ne deduce che R""'/F ha rango 1, e per assurdo si dimostra
che R"™/F ¢ privo di torsione: dunque ¢ isomorfo ad un ideale J di R
e, scegliendo un isomorfismo tra F ed R", si ottiene la successione esatta

0 — R"— R" — J = (R"/F). Si conclude allora facilmente usando il

teorema 4. O
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