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S
opo di questo lavoro è fornire una des
rizione dettagliata di un impor-tante 
riterio di esattezza per un 
omplesso, e spiegare 
ome questo possaessere appli
ato per dimostrare brevemente risultati solitamente provati inmodo diverso. Lo studio di 
riteri di esattezza è stato 
entrale nell'interessedei ri
er
atori negli anni sessanta e settanta: un importante passo in avanti fufatto da L.Peskine e C.Szpiro, il 
ui risultato fu utilizzato nel 1971 da DavidA. Bu
hsbaum e David Eisenbud per introdurre il 
riterio 
he analizzeremonel lavoro (vedi [BE73℄). In parti
olare, questi ultimi hanno 
onsiderato un
omplesso �nito A : 0 → Fn
ϕn
−→ Fn−1 → · · · → F1

ϕ1

−→ F0 di moduli liberi�nitamente generati su un anello 
ommutativo noetheriano unitario R, e nehanno studiato l'esattezza quando tensorizzato 
on un moduloM non nullo e�nitamente generato: dunque, 
ome 
aso parti
olare, hanno dato un 
riterioper l'esattezza del 
omplesso di partenza. Per ogni k = 1, . . . , n, il 
riterio
onsiste di una 
ondizione 
he 
onnette informazioni sui minori di ϕk e ϕk+1
on il rango di Fk, e di una se
onda 
ondizione 
he 
oinvolge l'ideale genera-to dai minori di un 
erto ordine di ϕk. Lavorando dunque 
on omomor�smidi moduli liberi �nitamente generati e quindi 
on matri
i, lavoriamo 
onqual
osa di familiare 
on la teoria degli spazi vettoriali di dimensione �nita:di�erentemente da tali spazi però, l'ideale generato dai minori non nulli diordine massimo della matri
e 
he rappresenta l'omomor�smo potrebbe non
ontenere un elemento invertibile. Un ruolo 
ru
iale gio
a allora in questo
ontesto il 
on
etto di profondità dell'ideale dei minori di ordine massimodi ϕk 
he non siano 
ontenuti nell'annullatore di M . In parti
olare, se Mè un modulo su un anello R, una sequenza r1, . . . , rn di elementi di R èuna M-sequenza se M 6=
∑n

i=1 riM , r1 è un non zerodivisore su M e, perogni i = 2, . . . , n, ri è un non zerodivisore su M/
∑i−1

k=1 rkM . Allora, se
R è un anello noetheriano, I un ideale e M un R-modulo �nitamente ge-nerato tale 
he M 6= IM , 
hiamiamo la profondità di M rispetto ad I, e
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la indi
hiamo 
on depth(I,M), la lunghezza di una M-sequenza massimale
ontenuta in I: una 
aratterizzazione equivalente è fornita dall'uguaglian-za depth(I,M) = inf{i | ExtiR(R/I,M) 6= 0} (vedi [Mat89, Th. 16.7℄); se
M = R usiamo alternativamente grade(I) per indi
are depth(I, R).Come già a

ennato, strumento fondamentale del nostro lavoro diventa inol-tre l'ideale generato dai minori di ordine ν (
on ν ≥ 0 �ssato) della matri
e
he rappresenta un omomor�smo ϕ di moduli liberi �nitamente generati: è
hiamato ν-esimo ideale determinantale dell'omomor�smo, ed è usualmenteindi
ato 
on Iν(ϕ). Il più grande ν tale 
he Iν(ϕ) moltipli
ato per un modulo
M è diverso da zero è quello 
he usualmente 
hiamiamo il rango di ϕ relativoal modulo M e 
he indi
hiamo 
on rank(ϕ,M). Il più importante ideale de-terminantale di ϕ, ai �ni del 
riterio 
he studieremo, è il rank(ϕ,M)-esimo,spesso denotato 
on I(ϕ,M) (vedi [Nor76, 3.2-4.2℄).Nel lavoro intenderemo sempre per anello un anello 
ommutativo unitario.Il 
riterioEnun
iamo il teorema 
entrale del nostro lavoro:Teorema 1. Sia R un anello noetheriano, M 6= 0 un R-modulo �nitamentegenerato, e

A : 0→ Fn
ϕn
−→ Fn−1 → · · · → F1

ϕ1
−→ F0 (1)un 
omplesso di R-moduli liberi �nitamente generati tale 
he per ogni k =

1, . . . , n ϕk ⊗M 6= 0. Allora A⊗RM è esatto se e solo se, per k = 1, . . . , n,(a) rank(ϕk+1,M) + rank(ϕk,M) = rankFk(b) I(ϕk,M) 
ontiene una M-sequenza di lunghezza k o I(ϕk,M) = R.Osservazione. È importante notare 
he da I(ϕk,M) 6= R si può dedurre
I(ϕk,M)M 6= M : dunque depth(I(ϕk,M),M) è ben de�nita.2



PonendoM = R e de�nendo rank(ϕk) := rank(ϕk, R) e I(ϕk) := I(ϕk, R),si ha, 
ome immediata 
onseguenza del teorema, 
he A è esatto se e solo seper ogni k (a) rank(ϕk+1) + rank(ϕk) = rankFk e (b) I(ϕk) = R oppure
I(ϕk) 
ontiene una R-sequenza di lunghezza k.Cambiare anelloI risultati di questa sezione sono fondamentali per ri
ondurre le dimostra-zioni 
he si presenteranno alla soluzione di problemi equivalenti più sempli
ida a�rontare.(a) Da R a R/Ann(M).Sia M 6= 0 un R-modulo; 
onsideriamo l'omomor�smo di anelli

χ : R→ R :=
R

Ann(M)
.Se r, s ∈ R e r := r + Ann(M), possiamo 
onsiderare R 
ome un R-modulo
on l'operazione s ∗ r := χ(s)r; dunque, se U è un R-modulo,

U := U ⊗R Rè un R-modulo 
on l'operazione a(u ⊗ b) := u ⊗ ab (
on u ∈ U e a, b ∈ R).Inoltre, se f : U → V è un omomor�smo di R-moduli e f := f ⊗R R, allora
f : U → V è un omomor�smo di R-moduli; se inve
e F è un R-modulo libero
on base x1, . . . , xp, ne deriva 
he F = F ⊗R R è un R-modulo libero 
onbase x1 ⊗ 1R, . . . , xp ⊗ 1R. In�ne, se ϕ : F → G è un omomor�smo di R-moduli liberi �nitamente generati e A = ||akj|| è la matri
e 
he rappresenta
ϕ rispetto a due basi date di F e G, allora ϕ := ϕ ⊗R R ha 
ome matri
e
||χ(akj)|| rispetto alle basi indotte di F e G; se ne dedu
e 
he

rankR(ϕ,E) = rankR(ϕ,E) e I(ϕ,E) = I(ϕ,E)R (2)
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(nota 
he un R-modulo E è an
he un R-modulo). Consideriamo ora un
omplesso A diR-moduli liberi �nitamente generati 
ome in 1, e dedu
iamoneil 
omplesso di R-moduli liberi �nitamente generati A := A⊗R R, dato da
A : 0→ F n

ϕn−→ F n−1 → · · · → F 1
ϕ1−→ F 0. (3)Lemma 1. Siano A e A 
ome sopra e sia E 6= 0 un R-modulo. Valgono le
ondizioni(a) rankR(ϕk+1, E) + rankR(ϕk, E) = rankR(Fk)(b) I(ϕk, E) 
ontiene una E-sequenza di lunghezza k oppure I(ϕk, E) = R,per ogni 1 ≤ k ≤ n se e solo se per ogni 1 ≤ k ≤ n valgono le 
ondizioni

(a) rankR(ϕk+1, E) + rankR(ϕk, E) = rankR(F k)

(b) I(ϕk, E) 
ontiene una E-sequenza di lunghezza k oppure I(ϕk, E) = R.Lemma 2. Siano A e A 
omplessi 
ome in 1 e 3, e sia E 6= 0 un R-modulo.Allora A⊗R E è esatto se e solo se A⊗R E è esatto.Osservazione. L'R-modulo M 
he appare nella de�nizione di R può an-
he essere 
onsiderato un R-modulo, e 
ome tale risulta fedele. Dunque,grazie ai lemmi 1 e 2, sarà spesso equivalente pro
edere nelle dimostrazioni
ontinuando a 
hiamare l'anello R, ma 
onsiderando M un R-modulo fedele.In tal 
aso, se α è un omomor�smo di R-moduli liberi �nitamente generati,utilizzeremo le uguaglianze rank(α,M) = rank(α) e I(α,M) = I(α).(b) Da R ai suoi moduli di frazioni.Sia R un anello noetheriano, sia
Q : 0→ Qn

ψn
−→ Qn−1

ψn−1

−−−→ Qn−2 → · · · → Q1
ψ1

−→ Q0 (4)un 
omplesso di R-moduli, e sia S una parte moltipli
ativa 
hiusa di R.Denotiamo allora 
on QS il 
omplesso di RS-moduli
QS : 0→ (Qn)S

(ψn)S
−−−→ (Qn−1)S → · · · → (Q1)S

(ψ1)S
−−−→ (Q0)S. (5)4



I seguenti due risultati saranno fondamentali nel nostro lavoro, permet-tendo
i spesso di ridurre le dimostrazioni al 
aso lo
ale:Lemma 3. Sia A un 
omplesso 
ome in 1, M 6= 0 un R-modulo �nitamentegenerato e supponiamo 
he le 
ondizioni (a) e (b) del lemma 1 siano sod-disfatte. Se P è un ideale primo di R 
on MP 6= 0, allora RP , AP e MPsoddisfano 
ondizioni analoghe a (a) e (b).Lemma 4. Se M 6= 0 è un R-modulo, il 
omplesso Q ⊗R M è esatto see solo se lo è il 
omplesso Qm ⊗Rm
Mm per ogni ideale massimale m (o,equivalentemente, per ogni ideale massimale m tale 
he Mm 6= 0).Su�
ienzaUnR-modulo proiettivo �nitamente generato E si di
e di rango ben de�ni-to se i ranghi degli RP -moduli liberi EP 
oin
idono per ogni ideale massimale

P ; in tal 
aso il rango di E è de�nito 
ome il rango di EP per un qualsiasimassimale P .Lemma 5. Se R è un anello e ϕ : F → G un omomor�smo R-moduli liberi�nitamente generati, allora cokerϕ è proiettivo ed è di rango ben de�nito see solo se I(ϕ) = R.Dimostrazione. ⇐) R può essere supposto lo
ale, ed in tal 
aso bastadimostrare 
he coker(ϕ) è libero di rango rank(G)−rank(ϕ). Se rank(ϕ) = ke Ik è la matri
e identità di ordine k, allora esistono basi per F e G tali 
he
ϕ sia rappresentato dalla matri
e





Ik 0

0 0



 .Il risultato segue allora fa
ilmente. ⇒) R può essere supposto lo
ale; sidimostra poi 
he G ∼= Imϕ⊕ (G/ Imϕ) e 
he F ∼= Imϕ⊕Kerϕ, da 
ui Imϕ5



e Kerϕ risultano proiettivi e dunque liberi per
hé moduli su un anello lo
ale.In�ne si dimostra 
he Imϕ ⊕ Kerϕ
idImϕ⊕0
−−−−−→ Imϕ ⊕ (G/ Imϕ) ha gli stessiideali determinantali di ϕ, da 
ui I(ϕ) = R. �Lemma 6. Sia R un anello, M 6= 0 un R-modulo, e B : F

ϕ
−→ G

ψ
−→ H un
omplesso di R-moduli liberi �nitamente generati 
on I(ϕ,M) = I(ψ,M) =

R. Allora B⊗RM è esatto se e solo se rank(ϕ,M) + rank(ψ,M) = rankG.Dimostrazione. Ci si può ridurre al 
aso lo
ale e supporre 
he M sia unmodulo fedele, da 
ui rank(ϕ,M) = rank(ϕ) e rank(ψ,M) = rank(ψ). Primasi dimostra 
he Kerϕ, Imϕ, Kerψ e Imψ sono moduli liberi di rango �nito;poi 
he Kerψ = Imϕ⊕U e 
he rank(G) = rank(ϕ)+ rank(ψ) + rank(U) perun qual
he modulo libero U di rango �nito: ne risulta 
he U = 0 se e solo se
rank(G) = rank(ϕ) + rank(ψ). Inoltre, dopo aver dimostrato 
he B ⊗M èesatta se e solo se (Kerψ)⊗M = (Imϕ)⊗M , si ottiene 
he B⊗M è esattase e solo se U ⊗M = 0, 
ioè se e solo se U = 0. �

(⇐) Prova della su�
ienza delle 
ondizioni del teorema.Dimostrazione. Per prima 
osa 
i si ridu
e al 
aso lo
ale, si assume 
he Jsia l'ideale massimale di R e si pone depth(J,M) = l. Poi si osserva 
he,grazie al lemma 5 appli
ato nel 
aso lo
ale, il modulo F ′
l := coker(ϕl+1) èin realtà libero, e 
he, se ϕ′

l è la mappa indotta da ϕl e πl è la proiezione
anoni
a da Fl a F ′
l , allora ϕl = ϕ′

lπl: quindi A si ottiene 
omponendoi 
omplessi B : 0 → Fn
ϕn
−→ Fn−1 → . . . → Fl+1 → Fl

πl−→ F ′
l → 0 e

A′ : 0→ F ′
l

ϕ′

l−→ Fl−1
ϕl−1

−−→ Fl−2 → · · · → F1
ϕ1

−→ F0. Dunque, per 
on
ludere,è su�
iente mostrare 
he B ⊗M e A′ ⊗M sono entrambi esatti. Il primorisulta tale grazie al lemma 6; per il se
ondo ragioniamo per induzione sulladimensione di Krull dell'anello. Se dimR = 0, l = 0 e non 
'è nulla dadimostrare; se dimR > 0 si suppone 
he questa impli
azione del teoremavalga per anelli di dimensione minore di quella di R. Dunque, poi
hé se
P è un qualsiasi primo non massimale le 
ondizioni (a) e (b) del teorema
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valgono per (A′)P e per il modulo MP , da dimRP < dimR dedu
iamo, peripotesi induttiva, l'esattezza del 
omplesso (A′)P ⊗RP
MP . Per ogni primonon massimale si ha quindi [Hi(A

′ ⊗M)]P = 0: se quest'ultima uguaglianzaè valida an
he per il massimale J abbiamo �nito; altrimenti si prova 
he
depth(J,Hi(A

′ ⊗ M)) = 0, depth(J, Fk ⊗ M) ≥ k per k = i, . . . , l − 1, e
depth(J, F ′

l ⊗M) ≥ l. Si 
on
lude per il lemma 7 appli
ato a A′ ⊗M . �Lemma 7. (L. Peskine-C. Szpiro) Supponiamo 
he R sia un anello noe-theriano, I un ideale, e C : 0 → Mn → Mn−1 → · · · → M1 → M0 un 
om-plesso di R-moduli 
on omologia Hk = Hk(C) e tale 
he, per ogni 1 ≤ k ≤ n,risulti depth(I,Mk) ≥ k e depth(I,Hk) = 0. Allora C è esatto.Dimostrazione. Se Bk e Ck sono rispettivamente i k-bordi ed i k-
i
lidel 
omplesso, si ha Bk ⊆ Ck ⊆ Mk. Si suppone per assurdo 
he C nonsia esatto e si prende il più grande intero m ≥ 1 
on Hm 6= 0: dunque
Bm 6= Cm, ma C′ : 0 → Mn → · · · → Mm+1 → Bm → 0 è una su

essioneesatta. Per prima 
osa si dimostra, per induzione sulla lunghezza di C′, 
he
depth(I, Bm) ≥ m + 1 ≥ 2. Poi da Cm ⊆ Mm e depth(I,Mm) ≥ m ≥ 1si dedu
e 
he depth(I, Cm) ≥ 1. In�ne, utilizzando la su

essione esatta
0→ Bm → Cm → Hm → 0 e le informazioni 
he abbiamo su depth(I, Cm) e
depth(I, Bm), dedu
iamo 
he depth(I,Hm) > 0, una 
ontraddizione. �Ne
essitàLemma 8. Sia R un anello noetheriano, M 6= 0 un R-modulo �nitamentegenerato, e A : 0 → Fn

ϕn
−→ Fn−1 → · · · → F1

ϕ1
−→ F0 un 
omplesso di R-moduli liberi �nitamente generati 
on ϕk⊗M 6= 0 e tale 
he A⊗RM è esatto.Allora, per ogni k = 1, . . . , n, I(ϕk,M) 
ontiene un non zerodivisore su M .Dimostrazione. Supponendo per assurdo 
he I(ϕn,M) 
ontenga solo zero-divisori su M , si dimostra l'esistenza di un modulo 0 6= L ⊂ M tale 
he o7



rank(ϕn, L) = 0, oppure 0 < rank(ϕn, L) < rank(Fn): in entrambi i 
asi sigiunge ad una 
ontraddizione. Per estendere il risultato agli altri ϕk, fa
-
iamo poi vedere 
he i non zerodivisori su M possono essere invertiti in R:sostanzialmente, se S è l'insieme dei non zerodivisori suM , si dimostra 
he seil lemma vale per RS, allora vale an
he per l'anello di partenza; per sempli
ità
ontinuiamo dunque a 
hiamare l'anello in 
ui si lavora R, supponendo 
hetutti i non zerodivisori su M siano elementi invertibili di R. Analogamente,senza perdita di generalità, si può passare dall'anelloR all'anelloR/Ann(M),e 
ontinuare la dimostrazione 
hiamando l'anello an
ora R, ma supponen-do 
he M sia un R-modulo fedele e ponendo rank(ϕk,M) = rank(ϕk) e
I(ϕk,M) = I(ϕk). Dunque I(ϕn) = R e, per il lemma 5, F ′

n−1 := coker(ϕn)è proiettivo. In seguito si dimostra 
he F ′
n−1 è in realtà un modulo proiettivo�nitamente generato di rango 
ostante su un anello semilo
ale, ed è dun-que libero. Allora si indi
a 
on ϕ′

n−1 : F ′
n−1 → Fn−2 la mappa indotta da

ϕn−1, e se ne dedu
e 
he I(ϕn−1) = I(ϕ′
n−1) e 
he ϕ′

n−1 ⊗ M è un mono-mor�smo. Quindi, pro
edendo esattamente 
ome per ϕn, si dimostra 
he
I(ϕ′

n−1) = I(ϕn−1) 
ontiene un non zerodivisore su M , ed un pro
edimentoinduttivo 
on
lude la dimostrazione. �

(⇒) Prova della ne
essità delle 
ondizioni del teorema.Dimostrazione. La 
ondizione (a) del teorema si dimostra banalmente fa-
endo vedere 
he i non zerodivisori su M possono essere 
onsiderati inverti-bili, e 
he si può lavorare 
on rank(ϕk) e I(ϕk) al posto di rank(ϕk,M) e
I(ϕk,M), potendo supporre M fedele. Dunque, valendo il lemma 8, si ha
I(ϕk) = R per ogni k = 1, . . . , n: appli
ando allora il lemma 6 al 
omplesso
Fk+1

ϕk+1

−−−→ Fk
ϕk−→ Fk−1 per ogni k, si ottiene il risultato desiderato.Per dimostrare la 
ondizione (b), si 
omin
ia provando 
he, se β è un non zero-divisore suM , si ottiene, 
on i mor�smi indotti dalle relative mappe di A⊗M ,la su

essione esatta 0→ (Fn⊗M)/β(Fn⊗M)→ · · · → (F1⊗M)/β(F1⊗M).Quest'ultima, in quanto 
hiaramente isomorfa 
ome 
omplesso al seguente
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D : 0 → Fn ⊗ (M/βM) → Fn−1 ⊗ (M/βM) → · · · → F1 ⊗ (M/βM), neimpli
a l'esattezza (vedi [Nor76, 6.4, Lemma 4℄). Si pro
ede poi per in-duzione su n: nel 
aso n = 1 la 
ondizione (b) del teorema è banalmenteveri�
ata; si suppone allora 
he la 
ondizione (b) valga per 
omplessi più
orti di quello 
he stiamo 
onsiderando e si de�nis
e β := β1β2 . . . βn, 
on βkun non zerodivisore su M 
ontenuto in I(ϕk,M) (la sua esistenza è garan-tita dal lemma 8). Allora, essendo β un non zerodivisore su M , si ottieneuna su

essione esatta 
ome quella indi
ata 
on D. Quindi, appli
ando op-portunamente la 
ondizione (a) del teorema, si ottiene, per 2 ≤ k ≤ n,
rank(ϕk,M/βM) = rank(ϕk,M), da 
ui I(ϕk,M/βM) = I(ϕk,M). Appli-
ando poi l'ipotesi induttiva al 
omplesso D, risulta 
he, per ogni 2 ≤ k ≤ n,
I(ϕk,M/βM) = R oppure depth(I(ϕk,M/βM),M/βM) ≥ k − 1: dunque o
I(ϕk,M) = R, o depth(I(ϕk,M),M/βM) ≥ k − 1. Ma l'ultima 
ondizioneè equivalente a ri
hiedere depth(I(ϕk,M),M) ≥ k, e questo, unito al fatto
he I(ϕ1,M) 
ontiene almeno un non zerodivisore su M , 
on
lude la dimo-strazione. �

Appli
azioni(1) Un'interpretazione geometri
aSe l'anello noetheriano R 
he appare nel teorema 1 è l'anello dei polinomi
R = K[x0, . . . , xr] 
on K 
ampo algebri
amente 
hiuso, allora il teorema 1ha una sempli
e interpretazione geometri
a. Se I(p) = {f ∈ R | f(p) = 0}e se A è il 
omplesso 
he appare nel teorema 1, allora indi
hiamo 
on A(p)il 
omplesso A(p) : 0 → Fn(p) → Fn−1(p) → · · · → F1(p) → F0(p), dove
Fi(p) := Fi ⊗R (R/I(p)). In parti
olare risulta 
he Fi(p) è un R/I(p)-spaziovettoriale di dimensione �nita 
on rankR/I(p)(Fi(p)) = rankR(Fi), e le matri
i
he rappresentano i mor�smi di A(p) possono essere 
onsiderate 
ome le
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matri
i dei mor�smi di A 
al
olate in p.Corollario 1. (vedi [Eis05, Coroll. 3.4℄) Consideriamo il seguente 
omplesso
A : 0 → Fn

ϕn
−→ Fn−1 → · · · → F1

ϕ1

−→ F0 → 0 di moduli liberi �nitamentegenerati su un anello di polinomi a 
oe�
ienti in un 
ampo algebri
amente
hiuso, di
iamo K[x0, . . . , xr]. Sia Xi ⊆ Kr+1 l'insieme dei punti p tali 
heil 
omplesso A(p) non è esatto in Fi(p). Allora il 
omplesso A è esatto se esolo se, per ogni i, l'insieme Xi è vuoto oppure codimXi ≥ i.Dimostrazione. Se ri = rank(Fi) − rank(Fi+1) + · · · ± rank(Fn), 
omesempli
e appli
azione del teorema 1 si dimostra 
he A è esatto se e solo se
grade(Iri(ϕi)) ≥ i per ogni i ≥ 1. Poi si 
onsidera l'insieme algebri
o

Yi = {p ∈ Kr+1 | rank(ϕi(p)) < ri},e si dimostra 
he Yi = {p ∈ Kr+1 | f(p) = 0 ∀f ∈ Iri(ϕi)}. Ne deriva 
he
codim(Yi) = codim(Iri(ϕi)) e, da grade(Iri(ϕi)) = codim(Iri(ϕi)), segue 
he
A è esatto se e solo se codim(Yi) ≥ i per ogni i ≥ 1. Il passo su

essivo èdimostrare 
he A(p) è esatto in Fj(p) per ogni j ≥ i se e solo se p /∈ ∪j≥iYj.Dunque ∪j≥iXj = ∪j≥iYj e, poi
hé codim(∪j≥iYj) = minj≥i(codim(Yj)),
codim(Yi) ≥ i per ogni i se e solo se codim(∪j≥iYj) ≥ i per ogni i. Il ri-sultato segue allora fa
ilmente. �(2) Il 
omplesso di KoszulIl 
omplesso di Koszul degli elementi x1, . . . , xs in R è de�nito da

0→ ΛsRs ϕs
−→ . . .→ ΛpRs ϕp

−→ Λp−1Rs → . . .→ Λ2Rs ϕ2
−→ Rs ϕ1

−→ R,ed è indi
ato 
on K(x1, . . . , xs). Se yj = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ Rs 
on 1 nella
j-esima posizione, allora ΛpRs è un R-modulo libero di rango (

s
p

) 
on base
{yk1 ∧ . . . ∧ ykp

| 1 ≤ k1 < · · · < kp ≤ s}, e il mor�smo ϕp è de�nito da
ϕp(yk1 ∧ . . . ∧ ykp

) =

p
∑

i=1

(−1)i+1xki
[yk1 ∧ . . . ∧ ŷki

∧ . . . ∧ ykp
]. (6)
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Supponendo le basi sottoposte ad un ordinamento lessi
ogra�
o, si ottiene
he 6 dà origine ad una 
olonna della matri
e di ϕp i 
ui soli elementi nonnulli sono, in ordine dall'alto, (−1)p+1xkp
, . . . , xk3 ,−xk2 , xk1.Il prossimo teorema, solitamente dimostrato in modo più 
omplesso, è unrisultato 
he può essere ottenuto 
ome un'appli
azione diretta del teorema 1:Teorema 2. Sia M 6= 0 un modulo �nitamente generato su un anello noe-theriano R e sia x1, . . . , xs una M-sequenza. Allora K(x1, . . . , xs) ⊗R M èesatto.Dimostrazione. Si dimostra, lavorando direttamente sulla matri
e di ϕP ri-spetto alle basi sopra 
itate e sottoposte ad un ordinamento lessi
ogra�
o, 
he

rank(ϕp,M) =
(

s−1
p−1

)

= n e 
he I(ϕp,M) 
ontiene l'M-sequenza xn1 , . . . , xnp .Allora K(x1, . . . , xs)⊗R M è esatto per il teorema 1. �Teorema 3. SiaM 6= 0 un modulo �nitamente generato su un anello noethe-riano R e supponiamo 
he x1, . . . , xs siano elementi nel radi
ale di Ja
obsondi R. Se K(x1, . . . , xs)⊗RM è esatto, allora x1, . . . , xs è una M-sequenza.Dimostrazione. Basta osservare 
he la matri
e di ϕs è una 
olonna 
on,dall'alto, gli elementi (−1)s+1xs, (−1)sxs−1, . . . ,−x2, x1; da rank(ϕs,M) = 1si ottiene I(ϕs,M) = (x1, . . . , xs), e per il lemma di Nakayama I(ϕs,M) 6= R.Allora, appli
ando il teorema 1, otteniamo 
he depth(I(ϕs,M),M) ≥ s; latesi segue allora da risultati noti sulle M-sequenze. �(3) I teoremi di Hilbert-Bur
h e di BrunsTeorema 4. (Hilbert-Bur
h) (vedi [Eis05, Th. 3.2℄) Sia R un anellonoetheriano e I 6= 0 un ideale 
on una risoluzione libera �nita di lunghezza 1

0→ F
M
−→ G→ I → 0, (7)(per �nita intendiamo 
on moduli �nitamente generati). Se il rango del mo-dulo libero F è t, allora il rango di G è ne
essariamente t+1, e si può trovare11



un non zerodivisore b su R tale 
he I = bIt(M). Inoltre grade(It(M)) = 2.Vi
eversa, dato un non zerodivisore b su R ed una matri
e (t + 1) × t, M ,a elementi in R e tale 
he grade(It(M)) ≥ 2, allora l'ideale I = bIt(M) am-mette una risoluzione libera �nita di lunghezza 1 
ome in 7.In entrambi i 
asi l'ideale I ha grado 2 se e solo se l'elemento b è invertibile.Dimostrazione. Per dimostrare la prima parte, usando l'in
lusione di I in Rsi ha la su

essione esatta 0→ F
M
−→ G

A
−→ R, da 
ui, appli
ando il teorema1, si ottiene rank(G) = t + 1 e grade(It(M)) ≥ 2. Ma codim(It(M)) ≤ 2e, poi
hé grade(It(M)) ≤ codim(It(M)), si ha grade(It(M)) = 2. Si pone

∆ = (∆1, . . . ,∆t+1), 
on ∆i uguale a (−1)i volte il determinante della matri
eottenuta da M 
an
ellando la i-esima riga, e si indi
a HomR(−, R) 
on −∗.Si dimostra poi 
he F ∗ M∗

←−− G∗ A∗

←− R∗ ← 0 e F ∗ M∗

←−− G∗ ∆∗

←− R∗ ← 0sono 
omplessi, e 
he l'ultimo è an
he esatto per il teorema 1. Ne deriva 
heesiste b ∈ R tale 
he ∆∗b = A∗ e dunque tale 
he I = bIt(M). Poi
hé inun anello noetheriano, 
ome sempli
e 
onseguenza del teorema 1, un idealediverso da zero 
he ha una risoluzione libera di lunghezza �nita e 
on moduli�nitamente generati 
ontiene un non zerodivisore, allora b è ne
essariamenteun non zerodivisore.Per la se
onda parte, si dimostra 
he rank(M) = t e si pone, 
on ∆i 
omesopra, ∆ = (b∆1, . . . , b∆t+1). Poi
hé rank(∆) = 1, da I(∆) = bI(M) sidedu
e 
he grade(I(∆)) ≥ 1. Allora il 
omplesso 0→ F
M
−→ G

∆
−→ R è esattoper il teorema 1, e I = I(∆) = Im(∆) impli
a la tesi. �Segue una riformulazione del teorema di Hilbert-Bur
h nel 
aso di undominio noetheriano. Prima però, se R è appunto un dominio noetheriano,di
iamo 
he M è un R-modulo privo di torsione se ogni volta 
he rm = 0
on r ∈ R ed m ∈ M , allora r = 0 oppure m = 0. Se S = {R \ 0} e

K := S−1R è il 
ampo dei quozienti di R, allora de�niamo il rango di Messere la dimensione di M ⊗R K ∼= MS 
ome K-spazio vettoriale.
12



Teorema 5. Se R è un dominio noetheriano e ϕ : F → G un omomor�smodi R-moduli liberi 
on rank(F ) = n e rank(G) = n+1, si ha grade(In(ϕ)) ≥ 2se e solo se coker(F
ϕ
−→ G) è privo di torsione e di rango 1.Dimostrazione. Se coker(ϕ) è privo di torsione e di rango 1, si dimostra 
heè isomorfo ad un ideale I di R. Dunque, se π : G → G/ Im(ϕ), se f è unisomor�smo tra coker(ϕ) ed I, ed i l'in
lusione di I in R, allora si ottienela su

essione esatta 0 → F

ϕ
−→ G

ifπ
−−→ R e si 
on
lude per il teorema 1.Vi
eversa sia grade(In(ϕ)) ≥ 2, A la matri
e 
he rappresenta ϕ rispetto allebasi f e g, e Ai la matri
e 
he si ottiene da A omettendo la sua i-esimariga. Allora, se fi = (−1)i det(Ai) e B = (f1, . . . , fn+1) è la matri
e 
herappresenta un omomor�smo ϕ1 rispetto alle basi g ed 1 ∈ R, si ottiene 
heil 
omplesso 0 → F

ϕ
−→ G

ϕ1

−→ R è una su

essione esatta per il teorema 1.Dunque coker(ϕ) ∼= Im(ϕ1) è privo di torsione ed ha rango 1. �Come 
onseguenza del teorema pre
edente:Teorema 6. (Bruns) Sia R un dominio noetheriano integralmente 
hiuso ed
M un R-modulo �nitamente generato 
on grade(Ann(M)) ≥ 2. Allora esisteun ideale I tale 
he (1) M sia un quoziente di I, (2) grade(I) = 2 oppure
I = R, (3) per qual
he n esiste 0→ Rn → Rn+1 → I → 0 su

essione esatta.Dimostrazione. Si 
ostruis
e l'epimor�smo Rn+1 f

−→ M e si dimostra 
he
V := Ker(f) è privo di torsione, �nitamente generato, e di rango n+1. Per ilteorema di Bourbaki (vedi [Bou85, 7.4, Th.6℄), esiste un sottomodulo libero
F di V tale 
he V/F è isomorfo ad un ideale di R, è privo di torsione, ed èdi rango 1. Se ne dedu
e 
he Rn+1/F ha rango 1, e per assurdo si dimostra
he Rn+1/F è privo di torsione: dunque è isomorfo ad un ideale J di Re, s
egliendo un isomor�smo tra F ed Rn, si ottiene la su

essione esatta
0 → Rn → Rn+1 → J ∼= (Rn+1/F ). Si 
on
lude allora fa
ilmente usando ilteorema 4. �
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