Indice

1 Problema di Dirichlet con dato al bordo positivo e crescita critica

di Sobolev 9
1.1 Introduzione . . . . . . . . ... 9
1.2 Esistenza di soluzioni . . . . . . . . ... ..o Lo 11
2 Metodo perturbativo 26
2.1 Abstract setting . . . . . .. .. 26
2.2 Molteplicita per il problema di Brezis-Niremberg . . . . . . . . .. .. 42

2.3 Molteplicita per il problema di Dirichlet con dato al bordo stretta-

mente positivo . . . . .. Lo oL 43

3 Il problema di Yamabe 65
3.1 Introduzione e preliminari . . . . . .. .. ... ... ... .. .. .. 65
3.2 Approccio variazionale . . . . ... ... 72



3.3 Il teorema della massa positiva e risoluzione completa del problema

di Yamabe . . . . . .. 90

3.4  Unicita e molteplicita per il problema di Yamabe . . . . . . ... .. 112
3.5 Questioni legate al teorema di Bidaut-Veron e Veron . . . . ... .. 116
Appendice 130
Bibliografia 141



Introduzione

I problemi ellittici del tipo Au + f(z)u 4+ u? = 0 con p = Z—fg esponente critico del
teorema di inclusione di Rellich-Kondrakov compaiono in modo naturale in problemi
di natura geometrica e fisica: il problema di Yamabe, delle connnessioni di Yang-
Mills, della curvatura scalare assegnata, di Brezis-Nirenberg, delle H-superfici, dei
cristalli liquidi, delle mappe armoniche, delle superfici minime, il modello Ginzburg-
Landau per la superconduttivita.

La difficolta intrinseca in problemi a crescita critica e legata in modo essenziale
all’esistenza di gruppi di simmetrie non compatti che causano fenomeni di non com-
pattezza delle successioni Palais-Smale ad alcuni livelli energetici.

Agli inizi degli anni ’60 Yamabe affronta la questione se sia possibile o no per una
data varieta Riemanniana compatta di dimensione n > 3 trovare una metrica con-
forme alla metrica di partenza a curvartura scalare costante.

Tale problema di natura geometrica si traduce in un’equazione ellittica a crescita

critica di Sobolev su varieta.



Aubin in [3] introduce un funzionale definito su HZ(M) e riesce a dimostrare che se
I'inf del funzionale su tutto lo spazio ¢ minore di una certa energia critica, allora I'inf
viene raggiunto e la funzione che realizza il minimo e una soluzione dell’equazione
in considerazione.

Il problema si riduce quindi a dimostrare un’opportuna disuguaglianza fine.

La questione viene completamente risolta grazie ai lavori di Aubin [3] e Schoen [4].
Si comincia a studiare un problema modello del tipo Au—i—uz_jg =0in 2 C R" e con
un approccio simile a Aubin si cerca di trovare una soluzione positiva dell’equazione
come punto di minimo di un dato funzionale su H ().

In effetti cio corrisponde alla questione se esista o no una funzione per la quale la
disuguaglianza del teorema di inclusione di Sobolev con costante ottimale diventi
un’uguaglianza.

La risposta e del tutto sorprendente.

P.L.Lions capisce che le simmetrie, benché causino effettivamente fenomeni di non
compattezza, se ben comprese non sono un ostacolo insormontabile.

Se 2 = R" la difficolta e legata al gruppo delle dilatazioni e traslazioni.

Usando il lemma di concentrazione e compattezza enunciato in [26],[27],[28],[29]
P.L. Lions dimostra che, modulo riscalare e riconcentrare oppportunamente, ogni
successione minimizzante ¢ precompatta.

Sceglie una successione di funzioni positive convergenti all’inf, che indicheremo con
S, ed il limite di una qualsiasi estratta convergente mi fornisce una soluzione positiva
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del problema.

Talenti indipendentemente in [30] costruisce esplicitamente I'insieme delle soluzioni
positive di Au + uis =0 su R".

Tale equazione invece non ammette soluzioni se {2 ## R™ € un dominio regolare stret-
tamente stellato rispetto all’origine.

Il risultato ¢ conseguenza dell’identita di Pohozaev contenuta in [25].

Avviene quindi un fenomeno inaspettato, un comportamento molto diverso del pro-
blema per rapporto all’insieme sul quale lo si studia.

In particolare & vero che per €2 # R" 'inf del funzionale adattato coincide con S e
non viene mai raggiunto in H} ().

H. Brezis e L. Nirenberg dimostrano in [22] che il valore S rappresenta la soglia ener-
getica critica, al di sotto della quale ogni successione Palais-Smale ¢ precompatta.
L’idea quindi e di rompere la simmetria rispetto al gruppo delle dilatazioni pertur-
bando I'equazione Au~+ur2 =0 con un termine Au ove A € R~ con la speranza che
il funzionale adattato a questo problema ammette un’inf S vicino a S ma inferiore.

Citiamo il risultato di Brezis-Nirenberg per esteso.

Teorema 0.0.1 Sia Q un dominio (in particolare limitato) di R" con n > 3 e sia

A1 il primo autovalore dell’operatore —/\ con condizione omogenea di Dirichlet al
bordo.

Sen>4VAe (0,\) Sy <S.



Sen =3 esiste A\, € [0,\1) tale che VA € (A, A1) Sy < S.

Si scende quindi sotto il livello critico S e recuperando compattezza si puo dimostrare
che il funzionale ammette un minimo.

Fra i punti di minimo si trova almeno una soluzione positiva e regolare del problema
di partenza.

Se consideriamo il problema P, di trovare u € C%(Q) N C(Q) positiva ovunque tale
che —Au = un-2 + eu, per il risultato precedente con n > 4 esiste almeno una
soluzione u, di P, Ve € (0, \1).

Abbiamo quindi una successione in € di soluzioni di P., minimizzante per S, che per
quanto detto in precedenza non puo essere precompatta.

Ogni estratta debolmente convergente non puo esserlo fortemente e deve ammettere
come limite debole la funzione identicamente nulla.

Devono avvenire dunque fenomeni di concentrazione dovuti alle dilatazioni.

Vo € € consideriamo H(x,y) come la funzione armonica per y € ) e positiva che

prende come dato sul bordo di €2 il valore

|y —a |72

H(z,y) prende il nome di parte regolare della funzione di Green del laplaciano
su €.

Rey in [14] sfrutta tale comportamento per € piccolo per ottenere un risultato di



molteplicita legato ai punti stazionari di H(z, x).

Abbiamo quindi

Teorema 0.0.2 Sia Q dominio (in particolare limitato) di R" conmn >5 e xg € §2
punto critico non degenere di H(x,x), allora esiste €y tale che Ve € (0, ¢€y) esiste u
soluzione di P, con | Vu, |>— S24,,.

In particolare per € piccolo esistono tante soluziont di P, quanti sono i punti critici

non degeneri della parte regolare della funzione di Green del laplaciano.

Diamo infine una breve descrizione degli argomenti discussi nella presente tesi.

Nel primo capitolo tratteremo il problema di Dirichlet con dato al bordo stretta-
mente positivo mostrando I’esistenza di un seconda soluzione con tecniche di ” moun-
tain pass”.

Partendo da un risultato di Caffarelli-Spruck contenuto in [13] con tecniche varia-
zionali standard otterremo un risultato che non e presente in letteratura.

Nel secondo capitolo ci occuperemo invece di dare un’approccio generale piu siste-
matico a problemi di tipo perturbativo con varieta limite di quasi punti critici ed
applicheremo tale metodo per rivisitare il risultato di Rey [14] e per ottenere un
originale risultato di molteplicita per il problema considerato nel primo capitolo.
Nel terzo capitolo, seguendo le linee del libro di Hebey [6], tratteremo in dettaglio il
problema di Yamabe ed affronteremo un problema nuovo di tipo perturbativo sulla

sfera, che nasce da considerazioni riguardo il risultato di unicita dovuto a Bidaut-



Veron e Veron [32].

Faremo uso di tecniche ormai standard tratte da [15] e [16].

Si ringrazia il professore Emmanuel Hebey e tutto il suo gruppo di ricerca per
lospitalita, la disponibilita e gli utili suggerimenti ricevuti durante il periodo di

studi trascorso presso 'universita di Cergy-Pontoise.



Capitolo 1

Problema di Dirichlet con dato al
bordo positivo e crescita critica di

Sobolev

1.1 Introduzione

In questo capitolo considereremo il seguente problema: dati ¢ € C*(9Q) > 0,
) C R™ aperto limitato liscio e A reale positivo, vogliamo trovare soluzioni positive
di

n+2

—Au = Au»—2 in

u = @ in 0SL. (1.1)



Esiste gia un risultato a riguardo dovuto a Caffarelli e Spruck in [13].

Teorema 1.1.1 Siano 0 dominio di R™ con 0 € C?%, ¢ € C'YP(0Q) positiva
ovunque, h l’estensione armonica di ¢ su ) ey > [ hi=z. Esistono A > 0 e una
funzione strettamente positiva u € C?(2) N CP(Q) tale che [q unz = veu e
soluzione di

—Au= M oin Q
u =@ in 0S)
Inoltre, se poniamo ¥ = v — [ h»=2, abbiamo le sequenti stime asintotiche
a1t < A\ < ) per v piccolo
6319_% <A< 0419_% per ¥ grande
ove c1, Ca, C3 € C4 Sono costanti strettamente positive.

L’articolo di Caffarelli e Spruck fornisce delle stime a priori sulla norma in C1+7(()
delle soluzioni nel caso sottocritico molto interessanti ma non chiarisce esattamente
quali siano effettivamente i valori di A per i quali esiste una soluzione dell’equazione

al critico.
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1.2 Esistenza di soluzioni

Se 0 < h = h, indica 'estensione armonica di ¢ su €2, si puo facilmente vedere che

il problema di partenza ¢ equivalente a trovare u € Hg () positiva quasi ovunque

tale che
—Au = Ah+u)? in Q.

n+2

ove p = =5,

A tal fine cercheremo i punti critici del funzionale

1 A
Ex(u) :zﬁ/ﬂ\Vu 2 —m/ﬂ\quhP’“,ueHé(Q)

accettando poi eventualmente solo le funzioni positive.

Abbiamo un risultato piu preciso dovuto a Crandall e Rabinowitz in [17].

Se poniamo

Lu(z) = =) %(awg—;ﬂ)(x) + c(x)u(z) = Af(z,u(z)) Ve € Q

.3
ove
(1)L ¢ uniformemente ellittico in 2
(ii)a; = aj; € C*(Q, R) Vi,j=1,..,n
(iii) ¢ € CH(Q, R>o)
(iv)f € C3(Q x R, R)
(v) f(z,0) >0Vz € Q
(vi) f.(2,0) = Z(f(2,2)) |.=0> 0 V& € Q

11
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(vii) fo.(x,2) = g—;(f(x,z)) >0VreNez>0

e pq 'inf dei p tali che il problema

Lv = uf.(a, 0)

ammetta una soluzione non triviale in C%(€2) con valore al bordo nullo, allora sussiste

il seguente risultato.

Teorema 1.2.1 Se u ¢ soluzione positiva in €2 e nulla al bordo di
Lu(z) = Af(z, u(z))

allora A < py.

Inoltre esiste A € (0, 1] che ¢ massimale rispetto all’esistenza di una curva
A={(\uN): A€ [0,N), Lu(\)(x) = Af(z,u(N)(2)), u(N) >0 in Q,u =0 in 9Q}
che soddisfa:

(iNa € (0,1) u € C([0, ), C*¥(Q))

(ii)l'operatore v — Lv — Mf,(x,u(\)(x))v & invertibile VA € [0, \) come mappa da
Ce™(Q) in C*(Q)

(i4i) u(\)(z) & una funzione non decrescente di A Va € ) e per fissato X € [0, X) u(\)
e punto per punto minimale fra tutte le soluzioni u positive in £ e nulle al bordo di
Lu = \f(z,u(x)).

In particolare il pit piccolo autovalore di L — \f,(z, u(X)(z)) é strettamente positivo
per A < A
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Supponendo ¢ strettamente positiva, da tale teorema deduciamo che esiste A(h) tale
che YA € (0, A(h)) ci sia soluzione uy regolare positiva di (1.2) minimale punto per
punto tra tutte le soluzioni positive del problema.

Sempre da [17] abbiamo

Teorema 1.2.2 Supponiamo che esista M > 0 tale che [[u(\)| oo < M

VA € [0,)), allora @ = limy;5 u()) esiste Va € (0,1) nella topologia di C**(Q2) ed
esiste § > 0 tale che le soluzioni positive in Q e nulle al bordo di Lu = \f(z,u(z))
vicino a (N, ) formino una curva B = {(\(s),u(s)) :| s |< &} ove (A(s),u(s))
soddisfa:

(i) la mappa s — (X(s),4(s)) ¢ due volte differenziabile da (—0,8) in R x C3*(Q)
(i)A(0) = X\, @(0) = u e @' (0) = v > 0 con Lv = \f.(x,u(x))v

(ii)X'(0) = 0 e \"(0) < 0.

Per approfondimenti rinviamo a [18] e [31].

Quindi, sotto condizioni opportune, la curva A arriva fino a (), @) ove ha un punto
di inversione.

Localmente ci saranno pertanto due soluzioni strettamente positive in 2 e nulle al
bordo di Lu = \f(x,u(z)).

Da cid viene in mente di provare a cercare anche per A lontani da A una seconda
soluzione di (1.2), facendo uso di tecniche di ”mountain pass”.

Il risultato, vero nel caso sottocritico cosi come dimostrano Crandall e Rabinowitz
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in [17], si formula nel seguente modo.

Teorema 1.2.3 Sia ¢ strettamente positiva e h > 0 la sua estensione armonica

su Q. Allora esistono almeno due soluzioni strettamente positive distinte

VA € (0, A(h)) per il problema (1.2).
Abbiamo bisogno delle due seguenti proposizioni.

Proposizione 1.2.4 Per ogni A € (0, \(h)) e n > 3 siano
Ga(u) == Ex(u+ ux) — Ex(un)

. . . n—2 n .
e {Um}tmen una successione Palais-Smale per G ad un livello n < %)\’TSE di
funzioni positive quasi ovunque, ove S ¢ la costante di Sobolev.

Allora {u,,} & precompatta.

Dimostrazione Sia u,, C H}(Q) tale che
1 _n=2 .n
Ga(um) = n< =A""2 52
n

DG () = = (U + 1) — AR+ Uy, +uy)? = o(1) in H™* (1.4)

Mostriamo dapprima che la successione u,, deve essere necessariamente limitata in
norma.

Osserviamo che esistono 6 € [0,3) e z > 0 tali che

() + P < O Y Ve 15
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uniformemente per x € €.

E’ sufficiente scegliere zg = (n —2) || h ||, € 6 = %

Possiamo quindi scrivere la seguente catena di disuguaglianze

21 > Ga(um) = 3 Jo | V(um +un) P =525 Jo(h+ tm +un)P* — e > 5 || un+
Fun |2 =20 fo(tm + ur) (b + wp + upn)Pde — o > (5 — 0) || wm +uy || +0(1)-
Num tun | =2 = (5= 0) | wm 1> —c3 || wm || —€4 = jum|—too +00

Quindi

|| wm || < cost. (1.6)

Quindi per riflessivita di H}(Q2), modulo passaggio a sottosuccessioni, possiamo
supporre che 3 u € HJ () tale che u,, — u.

Chiaramente risulta che la funzione u e positiva quasi ovunque.

Passando al limite in (1.4), otteniamo che u & soluzione debole e a posteriori forte
di

—Au = Ah+u+uy)? — Ah 4+ uy)? (1.7)

Vogliamo ora far vedere che G(u) > 0.

Basta in effetti esplicitare la seguente quantita

Ga(u) = 5 Jo | Vu [ + o VuVuy + 235 [ol(h +un )P — (h 4w +uy)PH] =
— Iﬁ Jo[BE (h 4+ u+ w)Pu+ B (h+ wy)Pu+ (B + up )P — (h+ u + uy)PH

ove ho usato il fatto che u, e u sono soluzioni rispettivamente di (1.2) e (1.7).
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Basta ora osservare che la funzione di due variabili

1
%(t—i—z)pz—kp—i_

1
Pz + P — (¢ 4 2)P T

e sempre positiva per t, z > 0.

Allora Gy(u) > 0.

Faremo ora vedere che || u,, —u || & stimata dall’alto da %)\’HT_QS% e che in tal caso
la norma di (u,, —u) deve tendere necessariamente a zero.

Concluderemo cosi la dimostrazione della proposizione.

Abbiamo che

Aal(h 4w +un )P — (h+u+upy)PM) = [ | V(ug +uy) |2 +o(1) — [ | V(ut
+uy) 24X fq h[(h 4+ um + un)P — (h+u+up)?] = [ | V(uy —u) |2 +o(1)

poiché vale (1.4) e uy,u sono soluzioni rispettivamente di (1.2),(1.7).

Quindi possiamo scrivere

Gr(um) —Ga(u) = 1 | um—u ||> =225 Jol(h+tm +un)P = (h+u+uy)P+0(1) =

A
p+1

= 3w —u | +o(1) < G(um) < %A_%S% per n grande =
| wm — u |I< AT S% definitivamente (1.8)

In ultimo usiamo la proprieta della successione u,, di essere costituita da quasi punti
critici di G, per riuscire a stimare la || u,, — v || in termini di quantita piccole al
tendere di m all’infinito:

o(1) =< DGy(tp), U, — u >=< DG\(up,) — DGy(u), Uy, — u >=|| tp—

—u ||* =X Jo(um — W) [(h+ vy + up)? — (b + w4 up)?] + o(1) =|| up —u ||* —
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A Jo | U — u [P +0(1)

Abbiamo usato nella precedente

| Jo(tm — )[(h+ i + ur)P = [t = w [P (= w)] = fo(tm — u)(h+ u+uy)P |=
=| Jo(um — ) 3 % (4w +w) + (¢ = Db+ utus) P (74wt

Fun) + (= D(h+u+un)] =pfo fo 7 um —w)(h+u+un)? [<p o fy | tum—
= [ [l (Bt v +un) + (€= Db+ utun) P71 =7 b+ u+un)? ™ [J(h+ ut
+un) = o(1)

Infatti se p < 2, per holderiantita di 27~! e per il teorema di inclusione di Sobolev,
otteniamo

Ploto wm —uwl [ (h+um+uy) + =1 (h+u+uy) [P~ =271 (h +ut
+ux)P ] (h+u+uy) < cost. [q fol(h+u+uA) | U —u [P< cost. [o | tm—u |P= o(1)
mentre se p > 2, per convessitd di 277! e per il teorema di inclusione di Sobolev,
otteniamo

P ot | tm —w | || (B4t +uy) + (¢ —1)(h+u+uy) P~ =P (b + ut
+un)? I (h+ ) < p(p = 1) Jo Jo (U — ) (h+ u+ wn) max(] (b + i + us)+
+(t =1 (h+u+uy) P22 (h +u+up)P?) = O(Jo(h + u + up)PHuy, — u)?+
+olh+utun) | um —u P) = O(fo(um —u)* + Jo [ tm —u P) = o(1)

Quindi, per definizione di S

o(1) =< DGx(up) — DGA(1), Uy, — u >=]] U — u ||* =X fq | tUm —w [PT! 40(1) >
>t —w [* (1= AT || = [ +0(1)) > C |t —u |

ove C' ¢ una costante positiva in vista di (1.8).
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Allora u,, — u in H}(2) ed & quindi vero I'enunciato.

Osserviamo che il risultato della proposizione 1.2.4 non puo essere migliorato relati-
vamente al vincolo sull’energia poiché esistono successioni Palais-Smale di funzioni
positive al livello %)\_nT_QS 2 per le quali non & possibile trovare estratte convergenti.
Siano infatti zy € IntQ) , r tale che By, (z9) C Q, ¢ € C5°(Q) con B,(x¢)apaBs.(zo)
e {0 tmen con O, —p oo +00.

Consideriamo per z € R" e 0 > 0

n—2

n(n—2))+1 0=
e e

Uro(y) = (

soluzione di

_AU:B’Q - )\Ugﬂ

e poniamo y,(y) = ©(¥)Usg6,, () € C5°(22).

Poiché u,, — 0 e in vista del teorema di Sobolev e delle relazioni
(z + g™ =y — 2P = O(ay? + aly)

(+y)P —af —y” = Oay"™" +2""'y)

uniformemente per x,y > 0, abbiamo
Ga(um) = 3 Jo | Vw2 =525 Jol(h + wm + ux)P* — (A +un)P "] +o(1) =
= 3 Jo | Vum [P =537 Jo bt +0(1) = fA~"7 5%

€
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DG\(tn) = =D (um+uy) =N um+uy+h)P = —Atty— A, +uy+h)P —(uy+h)P] =
= —Auy, — b, +o(1) =0(1) in H(Q)

Quindi {um, }men € una successione di Palais-Smale di funzioni positive al livel-

lo %)\_HT&S 2 che non pud ammettere estratte convergenti.

Infatti, poiché u,, — 0, ogni estratta fortemente convergente dovrebbe tendere a
Zero.

Pero

il = [ |Vt 2= Vs, [y + 0(1) = A5 > 0

Quindi non possono esistere estratte convergenti fortemente a zero.

Come conseguenza del fatto che I'operatore simmetrico —A —Ap(h+wuy)?~! ha primo
autovalore strettamente positivo, vedi Teorema(1.2.1), abbiamo gratis che v = 0 & un
punto di minimo relativo stretto per GG ed ha quindi senso considerare il "mountain
pass” di G rispetto all’origine.

Se scegliamo u; € H}(Q) tale che G\(u;) < 0 e poniamo
P={p:[0,1] — Hy(2) continuo tale che p(0) =0 e p(1) = u;}
allora il valore  di "mountain pass” e definito come

B = inf sup G\ (u)

PEP yep

Osserviamo che il valore di 3 & indipendente dalla scelta di u; purché G (uy) < 0.

E’ vero il seguente risultato
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Proposizione 1.2.5 Il valore  verifica 5 < %)\’%25’% in dimensione n > 3

Dimostrazione Consideriamo dapprima il caso n > 5.

Definiamo PU, y come 'unica soluzione in H} () regolare e positiva di
—APU, g = —AUpp = U},

Poniamo u; = t;PU,» e po(t) = tuy il segmento che unisce l'origine con u;, ove
abbiamo scelto t; sufficientemente grande in modo che G\(tPU,g) < 0 ¥Vt > 1;.

Abbiamo chiaramente

B < sup Gy(u) = max Gi(tt1PU,p) = max G)(tPU,p) (1.9)
€0,

uEpPo [0 1] tE[O,-‘rOO)

Osserviamo che per n > 5 sussiste la seguente:
(@ +y)Pth =2 =y — (p+ Day” — (p+ Da’y = O(z=2y==2)  (1.10)

ove la stima e uniforme per x,y > 0.

Useremo ora

Lemma 1.2.6 La funzione G5(tPU,g) ammette un punto di massimo assoluto tg

ovetg 11 ety —1=0(—=)

Quindi grazie a ( 1.10 ) e a ( 3.29),( 3.37),( 3.38) e (3.39) dell’appendice:

mal’te[o,uG,\(tthUx,e) = %t% fQ | VPU;B,Q ‘2 _Iﬁ fQ[(tQPU$70 + U + h)erl — (U)\—i-

R — (p+ Dty (ur + h)PPUsg) = 55N g Ury' + Olg=)] — 253t6 " [fre Un' +
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n—1
+0(ga=)] = Mj Jo(un + h)PUL g + O(Jo PUsG") = a1(5t5 — 5igth ) — AtS%Jr

ptl
+0(2r)
Quindi
ca(x) 1
maxsep]Ga(tt PUgp) = c3 — A PE=: + O(QH__Q) (1.11)
visto che per il lemma 1.2.6 abbiamo
1 1 1 1 1 1
_t2__tp+1:_ O 2:_ O
Quindi per ( 1.9) e ( 1.11)
62(x) 1 1. _n2_n
0 < G)\(tgPUx,g) =3 — /\0”—2 +O(Qn—2) < E)\ 2 S2

ove I'ultimo passaggio & vero per # sufficientemente grande,essendo co(z) > 0.
Se prendiamo n = 3 o n = 4 useremo invece lo sviluppo completo rispettivamente

di (z+y)P=(x+y)led (z+yP™"=(x+y)* conz,y>0.

Dimostrazione (Lemma 1.2.6) Derivando in t e calcolando in ¢ € [1, 3], usando

(3.29),(3.37),(3.38),(3.39) e la relazione per n > 5
(x +y)f —a? —y" —paoy”™! = O(an=2y==2) (1.12)

uniformemente per x,y > 0, otteniamo

% [GA(tPU,g)] =t [o | VPUrg |> =X [o[(tPUg+uy+ h)PPU, g — (uy + h)P PU, 4] =

n—1

=tfq | VPU.g |> =At? [, PUfjfgl — pAtPTE o (uy + h)PU?, 5 + O(tﬁ Jo P x”?) =
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= A= 17) Jin UL = pAP 128 1 O(Lr)

x, 5

Definiamo un funzionale C' in (¢,6) ponendo
13
H(t,@) . [5,5] X [1,+OO) I— R

(4,0) — SIGA(EPUL0)

il quale verifica H(1,+00) =0e ZL(1,400) = —=A(p — 1) [zn Uf:gl < 0.

Grazie al teorema delle funzioni implicite costruisco un ramo (tg, 6) di zeri di H (¢, 0)
che rappresenta in un intorno di (1, +o00) tutti e soli gli zeri di H(¢,0) e tale che
to — 1 con 0 — oo.

Osserviamo che i punti ¢y sono tutti e soli i punti di massimo relativo di G5 (tPU,)
in un intorno di 1 e per # grande sono anche punti di massimo assoluto.

Infatti, con la stessa costruzione di ty, possiamo costruire ¢ tutti e soli i punti di
minimo relativo in un intorno di 0 con t; — 0 se 6 — oo.

Chiaramente G (tPU,y) per 6 grande non ammettera al finito punti critici diversi
da ty o tp, visto che al limite H (¢, +00) ha come unici zeri 0 e 1.

Infatti se non fosse cosl, esisterebbe una successione in @ di punti critici ty di
GA(tPU,yp), distinti da ¢y e t), che resta limitata con § — +oo.

Modulo sottosuccessioni possiamo supporre che ty — ¢, con § — +o0.

Passando al limite la relazione H(tj,0) = 0 otteniamo ¢y — ¢f; = 0 e quindi t, =0 o
to = 1, la qual cosa ¢ assurda per unicita di ty e ¢ in un intorno rispettivamente di
0el.
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Quindi G (tPU, ) puo ammettere punti critici diversi da ty e ¢j ma al tendere di
0 — +o0 questi devono divergere.

Visto che lim;_, ;o GA(tPU,») = —oo tali punti critici per # grande non potranno
essere mai punti di massimo assoluti e quindi ¢y sono per ¢ grande anche punti di
massimo assoluto.

Osserviamo inoltre che

1
)\/R UPEY(th — tg) :p)\tplc;(x) +O(—=r)

—2
5 0 =

alloraty >1lety— 1= O(—=).
9 2
Il lemma @ cosi verificato in dimensione n > 5.

Per n = 3 e n = 4 useremo invece lo sviluppo completo rispettivamente di

(+yP=(r+y)e(x+y? = (r+y)® perz,y>0.

Concludiamo con la dimostrazione del teorema (1.2.3).

Dimostrazione (Teorema 1.2.3) Scegliamo u; = PU, y > 0 e ricordiamo che per
il teorema di "mountain pass” enunciato e dimostrato da Ambrosetti e Rabinowitz
in [19] abbiamo che il valore 5 un valore critico per G.

Useremo adesso un principio di carattere generale per il quale rinviamo a [38].

Teorema 1.2.7 Siano ¢ un funzionale C' su uno spazio di Hilbert E e F una
famiglia stabile sotto l’azione di omotopia di insiemi compatti di E con bordo chiuso
C.
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Assumiamo che ¢ = c(¢, F) = inf ger sup,c 4 ¢(x) sia finito e che B sia un sottoin-

sieme chiuso di E tale che

BNC =10
BNA#0) YVAe F
inf ¢p(B) > ¢
allora, per ogni successione {An}, in F tale che lim,sup, ¢ = c, esiste una
successione {x,} in E tale che
lim ¢(z,) =c
lim [| () || = O
li}lnd(xn,}") =0
lim d(zp, Ay) =0

In pit, se @' & uniformemente continuo sulle successioni critiche al livello ¢,0ssia per
ogni successione Palais-Smale y,, di ¢ al livello ¢ e ||z, — y,|| — 0 allora ¢'(z,) — 0,

si puo scegliere {x,} in modo che z,, € B oppure x,, € A, ¥Yn € N.

Osserviamo che
Ga(lu) =35 Jo [V ul) P4+ Jolh +uw)? | u| =227 foll At [ | +ux PP — | bt
Fun PP <5 fo [ Vu P X fo(h+un)Pu — 25 foll b4+ uy [P — | At

Fuy [PH] = Ga(u)
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poiché la funzione di due variabili

1
2aPy — mm + oyt =z —y [P

e sempre negativa per x,y > 0.
E’ possibile quindi scegliere una successione di cammini p,, € P costituiti da funzioni
positive tale che

lirrlnsqu,\ =p

Pn

Per il teorema 1.2.7 applicato a ¢ = Gy, E = H}(Q), F = P, C = {0,u,}, c = 3,
B ={G, > B} e A, = p, € P, poiché chiaramente G’ ¢ uniformemente continuo
sulle successioni critiche al livello ¢, e possibile affermare 'esistenza di una succes-
sione Palais-Smale {u,,} per G di funzioni positive al livello 5 < %/\_HT_QS 7.

Quindi per la proposizione (1.2.4), la successione {u,,} € precompatta, ossia esistono

insieme di indici {m} e u € H () tali che
lim u,, =u

k—-+o00

Poiché GG ¢ un funzionale C', otteniamo
Gi(u) =
DGy(u) =0

ove u € una funzione positiva non identicamente nulla.

Quindi @ + uy ¢ una soluzione strettamente positiva distinta da u, di (1.2) .
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Capitolo 2

Metodo perturbativo

2.1 Abstract setting

In teoria dei punti critici sono frequenti problemi di natura perturbativa. In lette-
ratura si trovano diversi esempi in tal senso e molteplici metodi per la risoluzione,
ognuno volto a sfruttare la natura perturbativa specifica del problema.
Richiamiamo a titolo di esempio la tesi di dottorato di Bahri [21], i lavori di Bahri
e Berestycki [20], Marino e Prodi [33], di Ambrosetti, Coti Zelati ed Ekeland [24],
i recenti articoli di Ambrosetti in collaborazione con diversi autori [15], [16], [23],
[34], [35], il lavoro di Berti e Bolle [36].

Faremo riferimento al metodo usato in [15], ove si parte da un funzionale che am-
mette una varieta di punti critici d-dimensionale ad energia fissata, si perturba il

funzionale iniziale con un ulteriore termine piccolo in € e si costruisce una varieta
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vicina alla varieta di partenza, detta vincolo naturale, con la proprieta che ogni pun-
to critico vincolato del funzionale perturbato lungo la varieta perturbata sia anche
un punto critico libero.

Per tale costruzione si usa in modo opportuno il teorema della funzione implicita
sfruttando in modo essenziale una condizione di non degenerazione del problema,
ossia si suppone che il nucleo della derivata seconda in un punto z del funzionale
non perturbato coincida con lo spazio tangente in z alla varieta critica.

Si effettua in tal modo una riduzione finito-dimensionale del problema di partenza
e diventa sufficiente studiare il funzionale perturbato lungo un’opportuna varieta di
dimensione finita.

Utilizzeremo un approccio simile a quello sopra descritto con la differenza essenziale
che nel nostro caso il problema limite ammettera una varieta di punti non critici ma
quasi critici, nel senso che ora gli andremo a dare.

Richiamiamo in tale contesto I’articolo di Berti e Bolle [36].

Sia Gy € C*(H} (), R) e sia Z una varieta con le seguenti proprieta:

al) dimZ=n+1

a2) 7 e rappresentabile mediante una sola carta locale ossia esiste
A x[Lo, +00) — Hy(Q)
applicazione regolare tale che

Z = p(A x (Lo, +00))

27



ove A C R™ aperto limitato

a3) [|p(x, N)|| = ioo o unif. per z € A

ad) [[VGo(o(z,N))]| —r— 100 0 unif. per z € A

ab) || D2Go(o(z,\))|| < cost. Vo € Ae N> Ly

a6) G(e) € C*(Hg (), R) tale che G(¢)(u) sia continuo al variare di (e, u),

G(0)(u) = 0Vu € HY(Q) e ||[VG(€)|| = 0.(1) uniformemente sui limitati di H}(£2)

Se poniamo G, = Gy + G(€),

i

E.»:={ve Hy(Q) :< v, p(x,\) >=< v, a—@(w, A) >= <, N

o (x,\) >=0Vi=1,..,n}

em: (H}Q)) — H}(Q) lidentificazione canonica tra il duale di uno spazio di

Hilbert e lo spazio stesso, possiamo allora definire
Acana(v) = 7[D*Ge(ap(z, M) (v, )]
Regpa(v) = Gelap(z, \)+v)=Ge(ap(z, X)) —DGe(ap(z, A)) [v]—%DQGe(aw(x, M), v]
Supporremo che esistano € e dy tali che
a7) Apzra € Iso(E, ) Vo € A N> Lo, a € [1— 6o, 1+ 6
a8) inf e 4 x> Lo,aef1—60,1+00) A(A0z, 100 OT50(E 1)) =1 > 0
a9) | D*G(e)(ap(x, ) (v, k) |= oc(1)||v[l[|k]| per e < €
uniformemente per z € A, A > Ly, € [1 — 6o, 1+ dp]
a10) Rezna(v) = o([0l]). 35 (Rewere) (v) = o([[v]]), 37 (Resn)(v) = o(1)
uniformemente in € < €y, 7 € A, A > Lo, a € [1 — g, 1 + &
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Teorema 2.1.1 Supponiamo di prendere Gy, G(€), Z che verificano le proprieta al,...

al0, allora esistono € < ey, L > Ly, 6 < & ed applicazione

ve CY[0, x [L,+00) x [1 — 8,14 6], E,.)

)

tali che
0
%(Ge(aw(flf, A) + ) loer, ) (Vezra) =0

Hve,x,)\,aH e—0,A—+00,a—1 0

uniformemente in x € A.

Dimostrazione Sviluppiamo G¢(ap(z, \) + v) in v = 0 ottenendo

Gelap(z, N) +v) = Ge(ap(x,N)) + DG (ap(x, N)[v] + 3 D*G(ap(x, N)[v, v]+
1
+Re,a:,)\,a(v> = Ge(OéQO(ZL', )‘>>+ < Ge,w,k,aa v > +§ < Ae,w,k,avav > +Re,a:,)\,a(v> (21)

ove Gegra = T DGe(ap(z, N))(+)].

Vorremmo trovare v, » o tale che

0= 5 (Gelap(@,N) +0) luer, ) (Vezra) = forra T Acrraleryat
+3%(Re,$,x\,a(v) |E1,A)(U€,$,)\,OZ)

ove abbiamo posto

Gex o = Ge,x,)\,a ‘E‘IM\

Consideriamo 'applicazione He ; x o @ Epx X Fpx — Eg 5

0
(ga U) — g + Ae,w,k,av + %(Re,w,k,a ‘EIA)(U)
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Chiaramente H.,, ), ¢ un’applicazione C'* poiché G, € C*(H; (), R) tale che
- H. 2 3.6(0,0) =0 poiché A, , 5 »(0) = 7[D?*G (avp(z,1))(0,)] =0 e

2 (R 15.)(0) = [DGu{asp( M)() — DG.ouplr, N)(-) —

— DG (g, )0, )] |, 0

- %Heﬁ,\,a(g, V) =Aczra T+ %(Re,x,&a |z, ,)(v) poiché A, 5, € lineare.

Per a7,a8 abbiamo che

Bn(AO,;B,A,a) - ISO(E;B,)\)
Se ||v|| € piccola per al0
0? n

H%(Re,x,m |z, ) ()] < 5

e per a9 se € e piccolo

sup | D*G(e)(ap(x, \) (v, k) |= 0.(1) < 2
lv]l=(k||=1 2
Quindi
0H, ;>4 02
|=5222(9,v) = Avoall = [7[D*G(e) (ap(a, N, )] + 5 (Rewra |, ) @) <7
aHGCL‘ (67
= T’A’(g,v) c ISO(EW\) (2.2)

per ||v|| e € piccolo.
Per il teorema della funzione implicita applicato a He , o possiamo dire che esiste
un unico ramo C' di zeri (g, vz a(g)) uscente da (0,0).

Inoltre se (g,v) € uno zero di H, , ), allora

0

0
g + Ae,w,k,av + %(Re,w,k,a |Ez,,\)(v) =0=v= _<Ae,a:,)\,a)_1[g + %(Re,w,k,a ‘EIA)(U)]
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ove tale scrittura ha senso poiché per € piccolo A¢ ;0 € Ey 5.
Chiaramente per € piccolo

HAG,I,)\,QH 2 w >0

Se per assurdo cosi non fosse, allora esisterebbe una successione di €, — 0,

A > Lo, 2, € A i, € [1 — 69, 1+ Jg) tale che
Aﬁn,xn,)\nﬂn —0€ 8[50(Exm>\n)

allora’ d<A07xn7)\n7an7 aISO(Exny)\n)) S d(AO7I7L7An7a7L’ Aﬁnyxny)\nyoln) + d(Aenyxny)\nyoln’
,01s0(Ey, »,)) — 0
contraddicendo a8.

Quindi per € piccolo e per (g,v) che soddisfa H, ; xa(g,v) =0

1 0
[oll < =lllgll + |5~ (Beara |2, ) )] =
Y ov

[o]] < cost.||g]| (2.3)

per ||v|| sufficientemente piccolo grazie ad al0.

Se consideriamo un intorno di g = 0 tale che ||ve.xq(9)] sia sufficientemente piccola
da verificare (2.2) e (2.3), ove tale scelta puo chiaramente essere fatta uniformemente
in €, z, \, @, ha senso definire ve ; \ o = ez a(Jewra) Poiché

|geenall < MVG) (apla, )| = [Ig5(Reenn)((a = 1oz, A) + (VG (p(x, A)+
+m{D*Ge(p(z, M) (e = Dp(z, A), P < ol = 1) + [[VGole(z, A+

HIVG(e) (@, M) + [T {D*Golp(x, ) [(a = Dp(a, A), -] }I+
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+HIm{ DG (e) (o(x, A))[(a = Dp(@, A), PH = emor—toc,a—1 0
uniformemente per z € A per a3,a4,a5,a6,a9 e al0.

Abbiamo quindi costruito ve s » o tale che

0
%(GG(O‘@(IE? A) +0) ‘Em,x)(ve,x,)\,a) =0

I vezro 1= O geara ) =em0r—to0a-10

uniformemente in x € A.

Vogliamo ora considerare delle ulteriori proprieta della varieta Z in modo tale che

abbia senso considerare la varieta
Zers ={ap(x, ) +Vezra:x € AXN>Lae(1-6,140)}

per €, 0 piccoli e per L grande.

Chiameremo tali proprieta:

all) Vz,2' € A, VA, N > Ly, Ya > 0 abbiamo che

se p(z, \) =ap(2’,N) = a=Lz=aA=N

al2) o(z,A) ~4—zr-10cOperz € AezZ € A

al3) n piccolo tale che Vu € Hj(Q2) con ||ul| = o e infys, -1 |ju—@(x, N)|| < n, allora

u si scrive in modo unico come

u=ap(r,\)+v
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ove o € (3,2),A> (4n)tev e E,
Dimostriamo ora due lemmi puramente tecnici che daranno consistenza alla costruzione

che stiamo facendo.

Lemma 2.1.2 Supponiamo di avere una varieta Z che verifichi al,a2,a3,a11,a12,
allora

Zrs ={ap(x,\):x e AAN>Lae(1—-0,1+0)}

¢ una varieta (n+2)-dimensionale per L > Ly e § < %
Dimostrazione Sia ¢ : A x (L, 400) x (1 —§,1+6§) — H(Q)
(x,\,a) — ap(x,\)

Chiaramente 1) e continua, per all iniettiva e suriettiva sull'immagine con inversa
1~ continua.

Supponiamo infatti che
(T, An) = ap(z, A) + o(1) (2.4)

Modulo sottosuccessioni possiamo supporre inoltre che x,, — 7 € A e

a, —a>1-—90.
Se per assurdo A\, — 400, moltiplichiamo (2.4) scalarmente per ¢(x,, \,) ottenendo

grazie a ajd,al2

0 < c1 < aplle(xn, \)||* = o(1) = assurdo
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Quindi, modulo sempre sottosuccessioni, possiamo dire che \,, — A > L.

Passando al limite con n — 400 la relazione (2.4), otteniamo

ap(x, ) = ap(z, \)

e quindi per all

(Tny Ay ) — (T, N, 0) = (2, A, @)

ossia 1! & continua.

Lemma 2.1.3 Supponiamo di avere una varieta Z che verifichi al,a2,a3,a11,a12,a13

e un applicazione Ve € [0, €

ve € C(A X [L,+00) x [1 — 6,1+ 6], Hy(2))
con€<ey, L>Lge 5 < do, che a (xz, A\, @) associa Ve xo € Eyx con la proprieta

HUe,x,A,aH 7 e—0,A—+00,a—1 0
uniformemente per x € A. Allora
Zers ={ap(@, ) +Vegra: € AN>Lae(1-6,140)}

¢ una varieta (n+2)-dimensionale per €,0 piccoli e L grande.
Dimostrazione Sia h: A x (L,400) X (1 —4§,1+4§) — HJ(Q)

(I7 Aa Oé) - OZSO('I7 A) + Ue,a:,)\,a
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Vogliamo far vedere che h € iniettiva.
Supponiamo che u; = a19(T1, A1) + Ve ran € Uz = @2@(T2, A2) + Ve py 2 sap SIANO
uguali ossia u; = us = u.

Consideriamo UHT“” elemento di norma esattamente o tale che, ad esempio:

logsy = el Ml < o ezl 4 (e, )|

||a1§0($1 ,)‘1)+'Ue,.rl JA1,0 ”

\im —1[<n

' ‘ ||a1§0($1 ,)‘1)+Ue,.’zl A1, ”

indipendentemente da x1, s per €,0 piccoli e L grande.

Per al3 abbiamo che JH—Z” si scrive in modo unico della forma ap(z, \) + v ove

a € (la 2)7 A > (477)_176 € Ef,j\'

Abbiamo che

ox c (1
lap(@, A) + Veapall 27

2)

per €,0 piccoli e L grande uniformemente in (x, A, «).

Quindi per unicita di scrittura

_ Qq (6%)
=077 =07
lull - flul
allora a1 =09 el =21 :ZEQ,X: /\1 = )\2

Quindi h e iniettiva.
Inoltre h & chiaramente continua, suriettiva sull’immagine con inversa h~! anch’essa

continua.
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Supponiamo infatti di avere
OénQD(fL’n, An) + Ve, Ap,om — 0590(1'7 )\) + Ve,x )\ + 0(1) (25)

Modulo sottosuccessioni avremo a,, — @ e z,, — T € A.
Se per assurdo \,, — +oo, moltiplicarndo scalarmente (2.5) per ¢(z,, A,) ed usando

il fatto che ve 4, xv 0, € Ez, 0, , Si giungerebbe a

| (T, )‘n)HQ = o(1)

la qual cosa contraddice chiaramente a3.
Quindi A\, — A.

Passando al limite con n — 400 in (2.5) otteniamo

ap(z,\) = ap(x, \)

che implica per all

(-Tna)\n;Qn) - (5775\760 = (:L‘,)\,Oé)

Quindi A~ & continua.

Per poter dimostrare che Z, ;s ¢ un vincolo naturale dovremo fare ulteriori ipotesi
sul problema perturbativo che consideriamo.

Vogliamo ora costruire una base ortonormale dello spazio tangente a Z 5 in az

0z 0z 0z

To:Zps =< A AL Ay
A PR

36



Definiamo, mediante procedimento di ortonormalizzazione di Graham-Schmidt

0z hi(2)

S U TN e

e poi induttivamente Vi < n

hi ) 7 —
- = Z<%%>%Q@ Tl

7j=1

Infine

0z & 0z hni1(2)
hon(2) = =3 < g >q .
+1(Z) EN ]2:1 < EN 9% > 49 4 +1( ) ||hn+1 Z)H

hn Z(Z):Z_ <Z,Q'>Q' Adn 2()
+ 2 <5624 el = Rl

hnga(2)
(
s n+2(2)
)

Si vede facilmente che la base ortonormale {q1(2), ..., gnt2(2)} dipende in modo re-
golare da z.
I due seguenti enunciati chiariranno le ulteriori proprieta da richiedere al problema

perturbativo che vogliamo studiare con questo metodo.

Lemma 2.1.4 Sia Z varieta che verifica al,..,al8 e sia {qi, .., @ni2} la base sopra
definita.

Supponiamo che:

8Gez>\a

0
bI) || Gez}\a ‘EI)\ H 7 e—0,A—+00,a—1 O || ‘EL)\ H 7 e—0,A—+o00,a—1 07

W%%EAHMMWWNVﬁLW

uniformemente per x € A

b?) ”Gex)\au”aqj H —e—0,A—~+00,a—1 Oe HGGCL‘)\QHH H —e—0,A—~+00,a—1 0
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Vi=1,..n4+2,i=1,.,n uniformemente per x € A

Allora

H 8'”6,.2,)\ a

0
ox; H —e—0 A——+o00,a—1 0 ”MH N

e—0,A—+o00,a—1 0e
e |

e—0,A\—+00,a—1 0 Vi= 1

uniformemente per x € A

Dimostrazione Consideriamo ad esempio la derivata rispetto a x; di

Ve,z N a = Vez A\ a (ge,x,)\,oz) .

8’058,2,;,04 _ 6U5,azg,)\,o¢ (96717)\705) agea,ézv,;,a — _[BH%:),A,& (g€7x7)\7a, ’ng’)\’a)]_l‘

8 €,T « 8 €,T « 8 €,T « —_ 8 €,T «
'[Héif(ge,w,k,wve,w,k,a)]géig - _[%(Qe,w,k,wve,w,k,a” 193775?
Pero

8 €,T, «
||H7A(g€ x, )\ Q) UG x, A O()H - ||‘/46 z, >\ (¢ + 59_1)22(R6)$)>‘7a ‘EI,)\)(UG,:B))HO‘)” Z ||A6’$)>‘7a||+
+o(1) > cost. > 0
poiché ||Vezxall —e—0r—+00.a—1 0 € per alo.

Quindi
81] A, 89 T,
—= O‘H = (Higf =1
Xy

Ricordiamo pero che

n+2

Jex o = Ge,w,k,a - Z < Ge,:l?,)\,ou q; > q;

j=1
e quindi derivando in x; otteniamo

0 e,z )\, 6G5 T\«
|| g > H_HPE (%) En+2 ezv)\oua] > qj + En+2<Ge$)\a7

0 8Ger a
(4 > 52 < 1752 (g, ||+ 2502 [ Gennalll g2l —

e—0,A\—+o00,a—1 0
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unif. per z € A, ove abbiamo usato b1,b2.

Allora

ave,x,)\,a

- a_ e—0,A\—+o00,a—1

| SHemhe 0
)

unif. per z € A.

Analogamente per le altre derivate.

Proposizione 2.1.5 Sia Z che verifichi al,..,al3 e consideriamo un problema di
tipo perturbativo che verifichi b1,b2.
Se wnoltre Z e Vegz o soddisfano per € — 0,A — +oo,a — 1 uniformemente per

x € A le sequenti stime

cl) < z, 89: >= o(min(|| & [12,1)) Vi=1,..,n e <z % >= o(min(|| %], 1))

c2) max((| 2|1, | G INIZ52 | = o(1), max(| 22 |l | 5 DI 5221 = ol 211%) e
max(| 22 . 12 D125 | = o1 Z17) Vi, g = L,

63) < 22, % > ofmin(|Z % 1ZI2) ¢ < &, 2 >= ol Z2I?) Virj = 1,..n con
L7

Allora Z, 1,5 per €,0 piccoli e L grande ¢ un vincolo naturale per G ossia
ap(x, ) + Vezra € punto critico libero di Ge < ap(x, X) + Vezra € punto critico

vincolato di G lungo Z. 1 s

Dimostrazione < ) per costruzione abbiamo

0= 5 (Ge(ap(z,)) +v) |5, ) (Weana) = [VGelap(z,X) + )] |, (Veora) =
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= PEI,)\ (VGG(OA,O(.T, )\> + ve,x,)\,a) =

0z 0z 0z
VGe 7/\ €,T,\,x E|l :TazZ =<4 a5 gy

(ap(z,N) + Vezra) € z,\ L6 o 0x; ox, O\ ~
Quindi

0z
VGG(OZQO((L’, /\) + Ue,;r)\ a Z az + An+1 77

» o + a0z (2.6)

Se inoltre per ipotesi ap(z, A\) + Ve zaq € un punto critico vincolato di G, lungo

Ze 1,5, allora

8Ue , T, o o) aUe,z,A,a
VG (ap(@, ) + veara) Loz v, on 0 Lers =< 2+ i e

0z ave,z,k,a % 81}6,1,)\,(1
Oz orn 0 Yox T Tox o~

Q@
Esplicitiamo in n + 2 relazioni la precedente condizione di ortogonalita ed usando

(2.6) otteniamo

6 EI [e3
1) < VG (ap(@, N) + Ve g ra), 2 + 2222 >=( =
0z 0z 2 _ n 0z
>io1a < 2, 5o > Fanp1 < 2,55 > Faniaz||* = = X5 a5 < e
ave,z,k,a 0 B’UE T\, ave,z,k,a
“ha T Tt < g a2 Tne2 <2 gt >

Dividiamo allora per ||z||* e usando c1,c2 ed il fatto che

ave,w,k,a

<z, 90

0
>= %(< 2, Vegra >) =0

otteniamo

| anya [< o(1)]fafl, (2.7)

ove a = (a1, .., an42), |lally = X727 | a; | e 0(1) —emor—to0,am1 0 unif. per z € A e
per a € R,
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81}61)\(1

2) < VG (ap(z,\) + Vezra), ag—;i + e >=0 =

QY sijen @5 < %,g—; > 4aa|| 22| + aapy < %,8873 > +Qni0 < 2, 6‘?‘2 >=
15] ez )\ 0 e,z )\, 0 €, T, )\,
=-3" aq; < 59;,”8’735?’ > —lpp < gf\,ya’igg’;’ > —lpgg < 2, R >
Dividiamo allora per al|-2= =[] ed usando cl,c2,c3 ed il fatto che
0 0
< 2 Vegra >=0 = < z,M >=— < —Z,vema >=0
e 8@ 8xZ e
otteniamo Vi = 1,..,n
| ai [< o(1)]lally (2.8)
3) < VG (OéQO(ZL' )‘> + Uea:)\a) gi + 81}6(’91)’\)"& >=0 =
ayljaj < 8‘9; S 5x > +aan+1Ha)\H + Qo < 2, 8>\ >= Y1 a; < 8%,
8”65‘),\)\,(1 > a/n+1 < gi’\, 8”65‘),\)\,(1 > _a/n+2 < 27 8”65‘),\)\,(1 >
Dividiamo allora per || 22||? ed usando c1,c2,c3 ed il fatto che
ov 0z
< ZVepre >=0 = <z, 68’:;)"0‘ >=— < ﬁ’“e’“"’ >=0

otteniamo

| a1 [< o(1)][allx (2.9)
Mettendo infine insieme (2.7),(2.8) e (2.9) abbiamo

n+2
1
lalla = (3_ a5)2 < o(Dalli < cro(D)allz < [lallz = a=0
=1

Quindi ap(z, A) + Ve 1o deve essere necessariamente anche un punto critico libero
di G, poiché per €,0 piccoli e L grande c;0(1) < 1 indipendentemente da a.
=) ovvio.
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2.2 Molteplicita per il problema di Brezis-Niremberg

Grazie al metodo descritto nel precedente paragrafo, € possibile riscrivere il risultato
di Rey contenuto in [14] inquadrandolo in un contesto piu generale.
Non entreremo nei dettagli, rinviando al prossimo paragrafo per ulteriori spiegazioni.

Considereremo per n > 5 il problema di trovare soluzioni positive di

nt2 .
—Au=ur—2+eu in €

u € Hy ()
studiando i punti critici di

1

1 9 € 2 / 1 1
B RSN R B HY(Q
Je(v) 2/@‘ vl 2Jo" p+1ﬂ|v| o € Hy ()

Rey considerava il funzionale vincolato associato al problema mentre noi studieremo
il funzionale libero .J..

Siano z € Q punto critico di H(x,z), D = [n(n — 2)]771 [ — %0,

B = =217 S e, P = =2 g
Bgr(l’(}) g Q.

Sussistono allora i seguenti sviluppi Vx € B,.(xg), € piccolo, A grande e « vicino a 1:

2 +1 1 2 H 2
SPUp + i) = (5 = S50) [ UL 4 (0] — DM — 2ot

+O0 (5= + 55 + &)

Bixi(Je(O‘PUw,A + Veara) = (20‘p+1 - O‘2>>\£2 gg (z,2) + O(Anl—l + AL% + A"ﬁ
Lt g 11— 1)
A3 A3
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%(‘]G(QPUI,)\ + Ue,x,)\,a)) = 0526)\_? - [(ap-f—l - a2)n772D +pF@p+l]% + O()\Ln_‘_

2
+Aﬁ |1—ar! |+t | 1—or! | +%5)
%(JG(OCPUI,)\ + Ue,x,)\,oz)) = (Ck - ap) fR" U:Zv),—’)—\l + O()\L% + i)

Usando ripetutamente in modo opportuno il teorema della funzione implicita, si

giunge a dimostrare il risultato di molteplicita di Rey come enunciato nel teorema

0.0.2 contenuto nell’introduzione.

2.3 Molteplicita per il problema di Dirichlet con

dato al bordo strettamente positivo

In questo capitolo dimostreremo il seguente risultato.

Teorema 2.3.1 Sia ¢ € C1(9Q) > 0 e zo € Q punto critico di

H(z,x)2

K(l’) = 2pF
h(z)®=2D

ove H(x,y) ¢ la parte regolare della funzione di Green su Q, h é estensione ar-

monica di p, D = [n(n — 2)]% Jpn — L5 € F = "2[n(n — 2)]% Jrn %
(1+]=[2)72 (1+=1>)2

sono costanti strettamente positive.

Pern > 5, il problema —Au = TuP con dato al bordo ep per 0 < 7 < A(h) ammette
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per € piccolo almeno tante soluzioni positive quanti sono 1 punti critici non degeneri

interni ad ) di K(x).

Equivalentemente consideriamo la questione della molteplicita per il seguente pro-

blema: data h € C1(Q) N C(Q) funzione armonica, trovare soluzioni positive di

—Au = 7(eh 4+ u)? (2.10)

Se cerchiamo una soluzione di (2.10) della forma u = ez, il problema diventa equi-
valente a trovare z che soddisfi (1.2) per A = e’ 7, allora u, = eus-1, ¢ soluzione
di (2.10), minimale punto per punto fra tutte le soluzioni del problema e punto di
minimo locale stretto di F, := E,.

E’ quindi chiaro il motivo per il quale prendiamo in (2.10) 7 < A(h).

Consideriamo G, := G¢, e u punto di "mountain pass” di G, e supponiamo per
semplicita che 7 = 1.

Studiamo il comportamento di u, e u¢ al tendere di € a zero.

Osserviamo prima di tutto che u, — 0.

Infatti

llucll? = Jo | Vue = [o(eh + u)Puc = €T [o(h + tep—1))Pucp-1x < P [ (h+
+u))Puy —eo 0

poiché dal punto (iii) del teorema 1.2.1 sappiamo che u) ¢ crescente in A punto per
punto.

E’ vero inoltre che u¢ — 0 debolmente ma non fortemente.
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Procedendo come per (1.5), possiamo dire che esistono 6 € [0, 3) e zg > 0 tali che

Vz > 2z (eh + 2)P™ < 20(eh + 2)P

p+1

unif. in e < 1.

Quindi

Ge(us) = 3llucll® + o) [Jul| = i (ellhlloo.n + 20)"H1(Q) = O S0 (e + u) (bt
Fue +u)P > (5 — O)[Ju|? + o(1)||u]| = e1 = jjus]—too +00

n

Ma G (uf) < 52 = |uf|| < cost.
Modulo sottosuccessioni, possiamo supporre che u¢ — u ove u > 0 come limite

debole di funzioni ovunque positive.

Passando al limite con € — 0 la relazione
—A(u +u.) = (eh + u 4 u)?
otteniamo che u e soluzione debole positiva di
—Au =uP

Tale problema pero su {2 # R"™ ha come unica soluzione positiva la funzione u = 0.
Allora u¢ — 0.
Vogliamo ora far vedere che la convergenza non puo essere forte.

Si pud sempre supporre che esista il limite di G(u) con € — 0 e che

nn
VI3

]
S
S|~



Si puo notare facilmente che u¢ € una successione di Palais-Smale al livello @ per

_1 2 1 p+1
Ty =g [ VulP —=g [ 1

Quindi, vedi [39],:
—sea<%5% = ut—0

-sea =157 = u non tende fortemente a zero e u¢ = Us. 0. +0(1) per opportuni

S

z. € Qe b, — +oo.

In effetti non possono staccarsi piu ”spine” dalla successione u€ poiché il livello
energetico a ne consente la formazione di una soltanto e positiva.

Resta quindi da mostrare che u° non puo tendere fortemente a zero.

Se cosl non fosse dovremmo avere a = 0.

Scegliamo u; tale che G¢(u;) < 0 uniformemente in € piccolo e consideriamo il
"mountain pass” rispetto a tale u;.

Abbiamo quindi

Ma
Ge(u) = 5 Jo | Vu > + [o(eh + ue)Pu — Iﬁ Jall €h + v+ ue [P —(eh + u )P =

=3 Jo | Vul? =5 Jo [ulP* +od(1)

1
p+1
ove o.(1) ¢ uniforme sui limitati di H} ().

Esiste quindi ¢y e R > 0 tale che se ||u]| = d e € < ¢ allora G.(u) > R > 0.
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Quindi [juq]] >0 e

se € < ¢y. Allora o > R.

Non si puo avere dunque convergenza forte a zero.

Ha quindi senso aspettarsi che per € piccolo, a causa di fenomeni di concentrazione,
ci sia biforcazione di soluzioni a partire da opportune funzioni di H} ().
Considereremo, nello spirito del primo paragrafo del presente capitolo, lo studio,

mediante tecniche di tipo perturbativo, dei punti critici di
Celw) = 5 [ 1V~ [t ehtue [P —(eh ™ = (p+ 1)(eh + )]
‘ 2 Ja p+1Ja ‘ ‘ ‘

ove stiamo supponendo per semplicita che 7 = 1.
Sia r > 0 tale che Bs,.(z9) C Q ove z € punto critico non degenere interno ad §2
di K(z).

Counsideriamo il funzionale limite

1 1
Colw) = 5 [ 1Vu PP =g [

che ammette una varieta (n+1)-dimensionale di punti quasi critici
Z ={PU,:x € B(v0),A > L}

Abbiamo quindi A = B,.(z) aperto limitato di R" e carta locale

¢ : By(20) x [L, +00) — Hy(Q)
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che a (z,\) associa ¢(x, \) = PU, ,.
Poniamo infine G(¢) = G, — Gy e supporemo d’ora in poi n > 5.
Dobbiamo prima dimostrare alcuni risultati ausiliari che ci permetteranno di in-

quadrare il problema nel contesto astratto del primo paragrafo.

Proposizione 2.3.2 [l problema perturbativo associato a G. con problema limite
associato a Gy e varieta critica limite Z verifica le proprieta al,..,als.

In piu, abbiamo la sequente stima:

€ 1
[Veznal = O(e” + T+ /\—%) (2.11)

Dimostrazione Poniamo 9, = U, » — PU, » > 0.

Chiaramente al e a2 valgono mentre per a3

/Q\VPUM |2:/QU£,APU$,A=/Rn U +0(5) = lle(@ N —o

An72

: 1 1
uniformemente per x € A con o = [, UPT.

Abbiamo usato (3.25),(3.26) e (3.27).

Per a4 invece

IVGolp(z, )| = SUP||k||=1 | Jo VPUN\VE — Jo PU; kK |= SUDP|k||=1 | Jo(Uza—
—PU; )k |< ”wx,)\HOOHUx,AHi@ = O(%%) — g0 0

uniformemente per z € A.

Abbiamo usato U, — PU? , = O(U?3'4,.5), (3.25) e (3.30).
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Riguardo a ab

ID2Go(p(z, \)|| = sup | / VIVE —p / PU” Ik |< cost
ll=lkl=1 " /2 Q

uniformemente per z € A e A > L.

Per a6 invece ricordiamo 'espressione di G(¢)

1
G(6> = _m H u+eh + Ue ‘erl _(Eh + u€>p+1 - (p + 1)<6h + ue)pu_ ‘ u ‘erl]
Q
Chiaramente G(e€) ¢ continuo in (e,u) e G(0)(u) = 0.
Inoltre
sup|<r IVG(€) ()| = supjy<r rj=1 | Joll utehtuc [P~ (utehtuc) —(eh+uc)P—

— u [Pt ulk |< 0d(1) + psupyy<prj=t Jol| w | +eh +u )P~ | k| (eh +uc) = oc(1).

Per a7 e a8 andiamo a studiare A, » 4. E’ vero che, vedi [14]
< Aozra(v),v>= / | Vo |2 —pozp_l/ PUfj\lv2 > pllv]|* Vv € Eqz
Q Q ’

uniformemente per €,0 piccoli e L grande, quindi sono vere sia a7 che a8.

Per a9

| D2G(€)(ap(z, A) (v, k) |=p | aPt Jo PUE ok — [o(aPUy \ + €h + ue )P~ 1ok |=

= oc(1)[[vll[|%]

ove distingueremo il caso p < 2, per il quale useremo proprieta di holderianita, e il
caso p > 2, per il quale useremo invece il teorema di Lagrange.

Per al0 i conti sono pesanti ma ovvi, trattandosi infatti di mostrare essenzialmente

l'uniformita delle stime.
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Per tale motivo non ci dilunghiamo ulteriormente nella verifica.

Per all si usa l'uguaglianza PU, ), = aPU, y, si passa ai laplaciani e si ottiene
un’uguaglianza ovunque tra Uy , e aU} ,, la quale ci fornisce in modo pitt o meno
diretto il risultato cercato.

Per al2 osserviamo invece che, dalla limitatezza di ||PU, ||, discende che

PUI,)\ 496~>:7:,)\~>+<>o w

Ma 0 < PU, \ < Uy — 0 q.0., quindi Y = 0.

In ultimo al3 vale per motivi piu generali, nei quali non entriamo in dettaglio, basta
comunque far riferimento a [14] e [40].

Dobbiamo stimare infine in modo preciso la norma di ve ; » -

Consideriamo dapprima

|Geznal = SUD)[p)|=1 | Geznal(v) |= SUD)jy(|=1 | a [ VPU\Vv — [o(aPU, \ + €h+
+ue)Pv + fo(eh+u)Pv |= O(") + O(supy, <y Jo(PUsr+ €h+uc)? (eh+ue) | v [)+
+8up 21 | @ Jo Up v —a? o PUY v |= O(€p+§)+0(é)+asup||v||:1 [ 1—aP" !
N o ULyo [= O+ § + S+ [ 1- a2 )

ove abbiamo usato (3.25) e (3.30).

Quindi

ez rall = Olllgeanall) = Osupuep, , juj=1 | Geana(v) [) = O + 5+ 77)
poiché

/ U? v = / VPU, Vv=0 Y€ E,,
Q ’ Q
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Ci servono adesso delle stime.

Lemma 2.3.3 Data la varieta Z = {PU, » : x € A, X\ > L} e la base ortonormale

{q1, -y Gnia}, come nel Lemma 1.2.3, si hanno le sequenti:

1) <2 g >=O(55) Vi<n Vj<i—1
OPU,

< oA

5 >=0(5) Vi <n

< PUp» q; >=O0(52=) Vi <n+1

2) 520 = O() e Il

=0(3)Vi=1,.,n+2,Vj=1,..n

Dimostrazione Dimostriamo la prima di (1) per induzione forte su i:
- per i =1 e ovvia

- vera per j <17 = se i = n abbiamo finito mentre se 1 < n

1 PU:L‘,/\ U’E}\
‘ BPUI,/\ |< O(A" 3 +Zs<] 1‘< BER, ’q5>< LT 7QS>‘

011 y 43 OPU, =~
o || Ox ; || Zs<g l|< 32 qg>‘

O(5)+0(25)00)
s — c,\+0(m ) = O(5=2) vi<i

ove abbiamo usato l'ipotesi induttiva forte ,(3.40) e (3.41).

Analogamente possiamo dimostrare la seconda di (1), usando la prima di (1), I'in-
duzione forte su j e (3.41),(3.42).

Otteniamo la terza di (1), dimostrando per induzione forte su j ed usando la prima
e la seconda di (1) e (3.41),(3.43),(3.44).

Dimostriamo ora la prima di (2) per induzione forte su i, osservando preliminarmente

che

dq; 1 Oh; h; Oh;

I=| <l o> | = <”‘%
o hall 0z JRalP T Oy

15 )
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) <

) <

)

Quindi:
-peri=1
F*PU,
2y om0
Oz 1252227 T e+ O(55=)
grazie ad (3.41),(3.45)
- vera fino ad i, allora se i + 1 < n abbiamo
Ohit1
91 [l 0(X?)
19851 < o < - oW
Lj 1Rl ¢ "‘O()\n 7)
per ipotesi induttiva, (3.41),(3.45) e punto (1);
se i +1=mn-+1 allora
8qn+1 0(1)
=O(\
151 < £ oy = OW)
per ipotesi induttiva,(3.43),(3.46) e punto (1)
se i +1=mn+ 2 allora
aqn+2 O(A)
< =O0(A
1= Fonm ~ oW

175

per ipotesi induttiva,(3.41), punto (1) e proprieta a3 di Z
E’ quindi vera (1) per induzione. Si procede analogamente per la seconda di (2)

Lemma 2.3.4 Valgono le sequenti stime
1 1
O(—==te+ A"+ A|[1—-a" )

| Pezre
03@- N
avem 1 7l e |1 —aP!|
H H ( n+2 + )\ + )\% + X + A )
a@ex)\a 1 €
—2 | = O(— + — 2.12
| Resdey — o( L 1 6) 212



Dimostrazione Ricordando la dimostrazione del Lemma 2.1.4, abbiamo che

ave,x,)\,a - 396,%,\,0 . 8G6,$,>\7a n+2 aq]
=5 1= 0U=5,771) = Ol Lz 1+ Z |Geznalliz )
Consideriamo
aGe,I)\,a o aGe x)\a o aPUx)\ o1
di; (v) = D, a/ V( Bz, ap/Q(aPU:B,)\ + eh + u,)
OPUy »
T ox;

Abbiamo quindi

8Gez [ — 8PUI
=522 |, | = SUPyep, , oj=1 | @P Jo(@PUy x + €h +uc)? 1727”) <

< SUPyep, , ol=1 | P Jo(@PUyx + €h +uc )P~ laU“v | +0( ei > )

o, BUI
< SWPyep, , =1l P Jo o UP e 7220 | +O0(Jo(aUs + €h + ue)?™ Q%A\ 2

v |+ fo(aUsy + eh +u )P - (eh+ue) | G2 [[ v ])] + O = 7+ 7f)

ove ho usato (3.25),(3.30) e la formula (z+y)?~' — 2P~ = O((z + y)P2y) uniforme-
mente per =,y > 0.

Distinguiamo due casi:

-p=2

oU, _
SUPyes, o om1 OUn(@Uox + el + ue? 25 | Z22 || v | + fo(aUs s + €h + )P~

U,
-(eh + u,) | 8:73;/\ Hv!)<0( iz +€)
-p <2

Uy 2
SupUGEI/\ (fﬂ(aU$A +€h+u€)p 2¢93>\ | L || v | +fQ(aU$A +€h+ue)

(9U3lj 6U(L‘ -
(eh+ue) | 522 | v ) < supyep, , O(J U >\2¢x>\ | 22 (v [+ fo U§7/\2(eh+

U,
+ud) | Fo2 |l o)) = Oz + )
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grazie a | = —“ |=O(A| Uz ]),(3.25),(3.30) e (3.31).

Quindi, ricordando che Vv € E,

p/ 5)‘1 ag;l)\ B ox; / ’\U 83@ / VPU:\Vv) = aggj’)\’v >=0
otteniamo
522 | = Ol + —op)
Quindi infine
a/Ue T\

1
——|| = (e—i-)\n__2 +)\6p+)\]1—ozp_1 )
2

6U(L‘ A
(o)

61}61)\(1

|, usando il fatto che p [, U’ N

Analogamente per || v=0VWv € Ey),

-1

la formula (z + y)?~! — 2P~ = O((x + y)P2y) uniformemente per x,y > 0,

8Uz
| =0

U,0),(3.25),(3.30) e (3.31).

In ultimo

#2522 | < O(|| 2522 ) = O(sup,ep, , o1 | P Jo(@PUpr+eh+u? " PU, v |) <
< O(SUPUGEI,A,||U||:1 | o PU v ) +0O(5) = O(SupveEz,A,HvH:l | foUZyv )+ O(Lg
H=0GE +9)

grazie a (z +y)P ' — 2P P =O((z + y)P2y) e (x + y)? — 2 = O((x + y)?'y) unif.
per z,y > 0,(3.25),(3.30) e (3.31).

Siamo ora interessati a sviluppare le derivate di Ge(aPUy \ + Ve s2,0) Tispetto a z,

A e a per cercare poi di costruire dei punti critici vincolati di tale funzionale lungo

Ze,L,é-

o4



E’ possibile ottenere

2

GE(O‘PU%WUE@M)Z(%_ﬁf)fm UL (=) DR —ca? — D AT

+0(57= T+ T +—A2-+- = 5 + et

Non dimostreremo tale relazione poiché in effetti non ci servira ma questa fornisce
un punto di partenza chiaro per il nostro successivo lavoro, dicendoci che cosa aspet-
tarci da un possibile sviluppo delle derivate di Go(a«PU, \ + Ve gz 0) rispetto a z, A
e a.

Ovviamente tali ragionamenti non hanno senso dal punto di vista puramente for-
male ma, se riuscissimo a dire che il termine di perturbazione non solo e piccolo in
norma C° ma anche in norma C, allora saremmo in grado di fornire rigore a queste
considerazioni.

La prossima proposizione viene a dare fondamento alla precedente osservazione.

Proposizione 2.3.5 Abbiamo le sequenti stime:

D
/\n—2

oH (x,z) — Lloﬂ (2.13)

a
GE Ofpl/ s /U€7 A, —

8@

(2ot — a?)

.)\%8@()4‘0()\,11-}- T+ 5 + +€p+1+/\62p+/\6p\1 aP ] te|1—aP | +

[1—aP~ 1|
+Hz )
-2 H
%(Ge(aPUx,A +veana)) = [ D(a! —a?) +pFozp“]%+ (2.14)

6P+

+22ar L AL O+ St St [ 1-ar [+
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_ 1—aP~ !
+5 11— |+

0 € 1
S (GlaPUny +vana) = (@ =) [ UZV 405+ +¢)  (219)
Dimostrazione Dimostriamo prima di tutto (2.13)

8 €T 6U6 xT [e3
D (Ge(aPUpp + Vewna) = Jo V(@PUpx + Vegna) V(a2 4 Sezdo)

- fQ ‘ aPUx,A +U6,x,)\,a + €h+ue ‘pil (OCPU%)\ +Ue,:c,)\,oz + Eh—i_ue)(aaggz 2 + 81}3;;:\’(1 )+

OPU, Ve o Mo
+ Joleh + u P (a=5 22 + =522)

Consideriamo il primo termine:

Jo V(aPUp + Vegra)V(a 2022 4 Doy = 02 [ V(PU, ) V(2522) + a-

avez ,Q 052
o (Jo VPUz AV Vo) TO(I0eanalll =522 1) = — 2= 40 (2, 2)+0(5m

|| Zez2e|) grazie a (3.44).

11 secondo termine per (3.50) mi fornisce

_ oPU, e w20
Jo | @PU x4 Vezra+eh+uc [P (PUpy+ Vegra + €h +ue)(a 5+ véx’;’ ) =

__2ap+1/\£2g£(x,$)+6ap)\é ()+O(An1+ +€7 n2+

e LA AP |1 —aP [ de |1l —aP 7t +H*Zl‘)

Il terzo termine si stima facilmente:

(9PUI Me 2\ ave:c o
Joleh + u (a5 + Zgi2e) = Oz + [ =5 )
grazie a (3.33).

Abbiamo infine, grazie anche a (2.11) e (2.12), lo sviluppo completo di:

0 _ 1 2\ D 0OH D 6 oh
%(Ge(apUx,A + Ue,x,)\,a)) - (zap-l— — ))\n—Q B_xz('r’ [B) —af n(n— 2)]p T )\ 2 Ox; (l’)+

s+ T AP NP |1 — P e |1 —aP7t | +%)
AT 2

+0(pr +55 + 5 +

2
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Analogamente otteniamo (2.14) grazie alle relative formule in A (3.44) e (3.51).
Infine abbiamo:

2 (GelaPUpp+emna)) = Jo V(OPUA+Verra) V(PUss+ 2522) — [ | aPU, s+
Heaa + €l + e [P (aPUg s + Veana + b+ u) (PUgx + 25222 ) [ (eh+

eP

€,T (3 8(1} e
) (PUsp + 2522) = (= @) [ UPS! + O + [veapnall| 522 + ezt

[ Zez2e )+ O(Jgy | aPUsa+ | Vewna + €h + e [P~ vewna + €h + e | PUsy) =
= (a—aP) [z U. p+1+0( + <+ €)
grazie alla relazione || z +y [P~ (x +y) — 2 |=O((x+ |y |)? ' | v |
unif. per x > 0ey € R,(2.11),(2.12),(3.26),(3.31),(3.36),(3.37) e (3.38).
Abbiamo messo a punto finalmente tutti gli strumenti per poter dimostrare il teo-
rema (2.3.1).

Dimostrazione (Teorema 2.3.1)

La dimostrazione consiste di tre passi successivi. Supponiamo come sempre dal-
Iinizio di questo paragrafo che per semplicita 7 = 1.

Passo 1) Consideriamo z, punto critico interno non degenere di K(x) e r > 0 tale
che Bs,.(z) C Q.

In conseguenza del teorema 2.1.1, del lemma 2.1.3 e della proposizione 2.3.2, possia-
mo scegliere €1, 01 piccoli e Ly grande tali che Ve < €1,0 < d; e L > L, abbia senso
considerare v, xo per (z,\, a) € B,(x0) x [L, +00) X [1 — 6,1+ 0] e Z, 15 sia una

varieta.
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Vogliamo ora costruire a partire da (2.13),(2.14) e (2.15) dei punti critici di G, lungo
Ze,1.5 Per €,0 piccoli e L grande.

Poniamo

pFln(n — D)7 H(wo,20), 20 a0
(n — 2)Dh(zo) )= =n(n=2)

2 2

Ofzo) 2 e 72

[N

x =

Consideriamo dapprima 6 : [1 — 81,1+ &) x [0,€e1] X By(z0) X [3,3] — R che a
(o, €, x, 2) associa %[GG(QPUaj,,\ + Uezra)] [amres

Usando (2.15) otteniamo facilmente che
O(a,€,x,2) = a—ap/ Up + O(en2)

da cui discende

- 0(1,0,20,1) = 0

2(1,0,0,1) = —(p— 1) Jpu UZ3 #0

Per il teorema delle funzioni implicite esistono €3 < €1, ro < 7, n < % e un’appli-
cazione regolare a : [0, €3] X B,,(xo) x [I — 1,14 5] — R tale che (a(e, z, 2), €, 2, 2)
siano tutti e soli gli zeri di § in un intorno di (1,0, o, 1).

Da adesso in poi poniamo « = a(e, z, z) e dal fatto che
(a—a?) [ U2} = O(e)
R®

discende

|1 — Pt |= Oen2) (2.16)
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Consideriamo adesso p : [0, €] X B,,(x9) x [l —n,1+n] — R che a (€, z, 2) associa

[_ )\;1;1 %(GG(QPU@)\ + Ue,ac,)\,a))] |)\:)\€z,a:a(e,x,z)

Osserviamo che per (2.14) e (2.16) abbiamo che

n—2 H(z0, o)

ple,x,z) = H(x,x) — 2 2 e h(z) + o.(1)

da cul discende che

- p(0,z0,1) = H(xo,z0) — %h(xo) =0
- %(O,xo, 1) = —nTJH(.To,.CEo) 7é 0
Per il teorema delle funzioni implicite sappiamo che esistono ez < €3, 13 < 19 €

un’applicazione regolare z : [0, €3] X B,,(x¢) — [1—n, 1+n] C R tale che (¢, z, z(€, z))

siano tutti e soli gli zeri di p in un intorno di (0, xg, 1).

Infine definiamo ¢ : [0, €3] X By, (o) — R™ che a (e, x) associa [{[2= 2 (G (aPUy \+

+U6,x,)\,a))] ‘)\:)\6z(e,x),a:a(e,az,z(e,x))}i:l,..,n]

Osserviamo che derivando K in x; e ponendo C' = % si ottiene
oK ge (2)h(z) = C gt (2)H(z, )
o S T ) ()
Quindi
xo € punto critico di K(z) < g—g(xo,xo) — C’(azo)gz_ (rg) =0 Vi=1,..n
Da (2.13),(2.16) otteniamo
(6(e )i = S,0) = Clan)a(e,) T 52 (0) +0.(1)
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Osserviamo che z(0, x) ¢ tale che

allora

n2  h(xg) H(w, )
200 = ) h()

da cui discende immediatamente £(0, z¢) = 0.
Invece pin laboriosi sono i conti per mostrare che %(O, zg) € Gl,(R).

Abbiamo infatti

h(x H(z,x 2
(55(0,20))i = 52 (52 (2, x) — C(wo) gty BB B ()] (w0) = 25242 (w0, w0) —

2 h H )
_C(%)aia};j (o) — 0(330)11(;:5?;20) [h(io)%(ﬂﬁmﬂ?o} - (;f&;:)%)%(%)]a—}i(%) =

2 2 C(x C(x
= 2—625{% (20, o) _O(xo)a:?ﬁ};j (x0) —2H(I(O7‘;)O) %(xo, xo)%(%)—l— h( 0) Ok (7:0) Db ()

Calcoliamo adesso la derivata seconda di K rispetto a x; e z; in 2, ricordando che

VH(I'(), ZE()) = O(ZL'())Vh(ZL’())

2 2
2%(360@0)/1(360)—0 L (xo)H(:vo,:vo)+§—fi(a:o,xo)5’7@(%)—205—3?1.(%)37*;(9:0@0)

2K o Oz 0
dx;Ox (zo) = H(z0,20)h(20)?C+2
o8 oh Oh () OH (5
9 0%H (%0,20)—C(z0) ol (z0)+ O; (70:20) 5z ; (%0) _9 2% 053 (#0-70)
Oz 0z ’ Oz 0z ; h(zq) h(zq) o

1
-H (zo, 5170)2h(950)c+1 = H (20,202 h(20)C

_ (8£(0,20))i;
H(20,20) % h(z0)C
Quindi
K
0x?

o8
%(0’%) = [H (o, 0)

[N

h(x0)¢] (z0) € Gl,(R)

poiché z, € un punto critico non degenere di K(x).
Per il teorema delle funzioni implicite esistono €4 < €3 e un’applicazione regolare
x :[0,e4] — By,(z9) € R"™ tale che (e,z(€)) siano tutti e soli gli zeri di £ in un
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intorno di (0, zo).

Se poniamo z. = z(€), \c = Az(€, ) e o = a(€, x, 2(€, z¢) ), abbiamo che
/I’ZE - aEPUilfg,)\e + U€7$e7>\e,ae

e per € piccolo un punto critico vincolato di G¢ lungo Z, 5.
Passo 2) Dobbiamo far vedere che effettivamente valgono le ipotesi c1,c2 e ¢3 della
proposizione 2.1.5 per (€, x,, A, @) con € — 0.
In realta non faremo vedere che Z. 1 s ¢ un vincolo naturale poiché in realta, per
poter affermare cio, dovrei dimostrare le proprieta cl,c2 e ¢3 con € — 0,A — +o0 e
a — 1 qualsiasi mentre invece noi stiamo scegliendo delle particolari successioni per
le quali abbiamo un controllo di AT
Rileggendo pero la dimostrazione della proposizione 2.1.5 risulta chiaro che e co-
munque sufficiente dimostrare le ipotesi per la nostra successione per poter affer-
mare che per € piccolo u, € un punto critico libero di G..
Cominciamo con cl:
- < 2,52 >= O(5=) = o(1) = o(min(|| FZ*, 1))
per (3.41) e (3.44)

- <282 5= O(5kr) = o( &) = o(min(| £ 1)
per (3.43) e (3.44)

Invece con ¢2 viene chiaramente fuori perché abbiamo bisogno di A = A.:

- max(|| =, WW”“ﬂF—()(§+%ﬂzO&+;§J=dD
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- max(|| 21|, | )11 %522 | = O(\)O (€4 zz + AL+ A 1o ) = O(ed+

Ox;
ot NN 1= ar T ) = o) = ol 521)
- max(| 52 |1 15511 ™52 = OO + 5 + S + 5 + 55 = Oy +
5+ @ [ 1= o) = O(FF) = o) = ol | 5IP)

ove abbiamo usato eA"7 < cost., (2.16) del primo passo della dimostrazione e
(2.12),(3.41),(3.43).

Infine per ¢3 abbiamo:

- < 22 % o= O(55r) = o(5:) < o(min(|| 2

L 1501%)

per (3.41),(3.42) e (3.43)
- < L = O(5) = o) S ol 221 Vi #
per (3.40) e (3.41).

Osserviamo che (3.40) puo essere migliorata. Infatti

<

8PUI’)\ QPUZ,A f p 18UI>\8PUI,,\
Q

8UI U,
Oz, ' 0Oz, e\ dx;  Om; (fQ\BT( ‘ : H = )=

8$]'

1 S U 22 O 4 L) 4+ O () = O)

ove abbiamo usato argomenti di disparita delle funzioni integrande.

Passo 3)Mostriamo che ., € positiva.

Usando il fatto che per € piccolo tali funzioni rappresentano non solo dei punti critici

vincolati di G, lungo Z, ; s ma anche liberi del funzionale, allora

— At =| . + €h + u, ]p_l (e + €h +u.) — (eh + u)?
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Da questa relazione e dal teorema di Lagrange otteniamo che Vp € H}(Q)

/wevp:p/ 1€+ eh+u [P ap
Q Q

ove | {(x) [<] de(x) |.
Scegliamo p = —(u,)~, ottenendo
fo | V()™ [P=p Jo | €+ ehtue 7 ()2 < erle™ fo(i)? + Jo )] <

< o (o ()P A+ ¢y fo ()P

Allora grazie alla disuguaglianza di Sobolev

S([ (@7 < e (|

[P e (@t @)
Osserviamo che

| e <] Ve e rcsan
poiché PU,_, > 0.

Quindi, se per assurdo u.~ # 0 con € comunque piccolo, possiamo semplificare in

(2.17) ed ottenere

p—1

-1 — —\p+1\ 21 -1
S < cpe” +C2(/Q(Ue PP < e 4 3| Ve
e passando al limite con € — 0 arrivare alla relazione assurda
S <0

Quindi per € piccolo w, > 0 e per principio del massimo forte u, > 0.
Otteniamo quindi che le funzioni @, +u, sono soluzioni regolari positive del problema
—Au = (eh +u)?
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che ¢ equivalente al problema dell’enunciato poiché h € armonica in 2.

Per ogni punto critico non degenere zy di K (x) interno ad 2 troviamo una succes-
sione di soluzioni, costruite con il metodo sopra illustrato, che tendono a concentrarsi
in xy e quindi per € piccolo tali successioni dovranno essere tutte distinte e daranno
quindi luogo a tante soluzioni del problema considerato quanti sono i punti critici

interni ad 2 non degeneri di K(x).
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Capitolo 3

Il problema di Yamabe

3.1 Introduzione e preliminari

Nel 1960 Yamabe annuncio nel suo articolo [1] che per ogni varieta Riemanniana
compatta (M, g) di dimensione n > 3 esiste sempre una metrica conforme a g a
curvatura scalare costante.

Nel 1968 Trudinger in [2] mise in evidenza una leggerezza non irrilevante nella di-
mostrazione di Yamabe legata , come sempre in problemi al critico, alla mancanza
di compattezza di certe applicazioni d’inclusione.

Ci si trovo dunque di fronte ad una difficolta non facilmente sormontabile, per la
risoluzione della quale era necessario cercare di comprendere meglio tale tipo di
fenomeni.

L’influenza di questo problema sullo sviluppo dell’analisi non lineare fu quindi con-
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siderevole.

Il problema di Yamabe, cosi come 'abbiamo sopra formulato in termini puramente
geometrici, ¢ equivalente a mostrare che, data una qualsiasi (M,g) varieta Rie-
manniana compatta di dimensione n > 3, esistono sempre A € R e u € C*(M)

strettamente positiva tali che

n —

2 n+2
- — n—2 1
n—1) Scal,u = Au (3.1)

—Agu+

Tutta la difficolta nel risolvere tale problema viene dalla perdita di compattezza
dell'inclusione di H2(M) in L= (M).

Da qui l'idea, gia presente nel lavoro di Yamabe, di approssimare ’equazione (3.1)
con delle equazioni sottocritiche per le quali, recuperando proprieta di compattezza,
e possibile trovare soluzioni strettamente positive.

A questo punto si passa al limite, in senso debole, lungo questa successione di
soluzioni sottocritiche, le quali dovranno necessariamente convergere ad una soluzione
di (3.1).

Ci si accorge pero ben presto che con tale approccio si va incontro ad una seria
difficolta, bisogna riuscire ad evitare che tale limite debole sia la soluzione identica-
mente nulla.

Aubin nel 1976 in [3] riconduce il problema allo studio di una diseguaglianza fine
sull'invariante detto di Yamabe.

In pratica, si devono riuscire a costruire delle opportune funzioni in modo tale che,
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non appena testiamo il funzionale adattato al problema su tali funzioni, si trovi un
valore inferiore rispetto ad un dato valore limite, dipendente solo da n.

Aubin diede poi nel medesimo articolo una risposta positiva nel caso di varieta non
localmente conformemente piatta di dimensione n > 6.

Purtroppo la natura locale delle funzioni test scelte da Aubin non permetteva la
risoluzione di (3.1) nella sua generalita e il problema di Yamabe diventava cosi la
congettura di Yamabe, restando comunque irrisolti ancora molti casi.

Per la risoluzione di questi ultimi si comprese sempre piu la necessita di dover pas-
sare per delle funzioni test veicolanti un’informazione sulla geometria globale della
varieta.

I problema venne completamente risolto nel 1984 da Schoen in [4], il quale mise in
evidenza il ruolo inaspettato e fondamentale del teorema della massa positiva.
Restava solo da unificare tali approcci costruendo una famiglia di funzioni test che
funzionasse in entrambi i casi cosi come hanno fatto Lee e Parker in [11], Hebey e
Vaugon in [10].

Richiamiamo adesso alcune nozioni elementari che ci saranno utiili nel seguito.

Definizione 3.1.1 Una metrica Riemanniana su una varieta M e un C'°°—campo
di tensori due volte covarianti su M che definisce in ogni punto x di M un prodotto
scalare su T, M.

Una varieta Riemanniana é una coppia (M, g) costituita da una varieta M e da una
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metrica Riemanniana g su M.
Vogliamo ora introdurre la nozione di connessione lineare.

Definizione 3.1.2 Sia M una varieta e I'(M) lo spazio dei C®°—campi di vettori
su M. Una connessione su M é un’applicazione D : T(M) x T'(M) — T (M), ove
T(M) e il fibrato tangente, che verifica

(i)Vee M, se XeT,MeY e€l'(M), allora D(X,Y) € T,M

(i) Yo € M, D ristretta a Tp,(M) x T'(M) ¢é bilineare

(i) Vo € M,VX € T,(M),VY € (M), se f: M — R é differenziabile, allora
D(X, fY) = X(f)Y(z) + f(z)D(X,Y)

(iv) VXY € (M) ek € N, se X eY sono rispettivamente di classe C* e C**+1
su M, allora D(X,Y) ¢ di classe C* su M, ove D(X,Y) ¢& il campo di vettori su M

definito Yx € M dalla relazione D(X,Y)(z) = D(X(z),Y)

Data una connessione D, si usa generalmente come notazione Dx(Y') al posto di
D(X,Y), denominando tale scrittura come la derivata covariante di Y per rapporto

aX.

Definizione 3.1.3 Data una varieta M e D una connessione lineare su M, i simboli

di Christoffel della connessione D, che si indicano con T'*

ij» sono definiti in una

qualsiasi carta (Q,¢) di M come i coefficienti di D((:2)., (5>)) € TuM rispetto

68



alla base {(6%1)90, “ (%)x}, 0ssia

0 .
D((axZ - 3 ZF . Vi,j=1,..,n

Definizione 3.1.4 Data una varieta M, la torsione T di una connessione D é il
C>®—campo di tensori due volte covariante ed una volta controvariante di componenti

in una qualsiasi carta (Q, ¢) di M
k(o _ Tk k
ng(@ = Fij(x) - sz‘(x)

Definizione 3.1.5 Data una varieta M, la curvatura R di una connessione D é il
C>®—campo di tensori tre volte covariante ed una volta controvariante di componenti

in una qualsiasi carta (Q, ¢) di M

! !
Riy(a) = (G20, = (G200, + DI @) ~ T @) )

Si puo estendere la nozione di derivata covariante per rapporto a X € T, M C T'(M)
dai campi differenziabili di vettori ai campi differenziabili di tensori ponendo in una
carta locale (92, ¢) di M

Dx(T) = Z X'(ViT)

ove
.0
X =Y X'(=),
X5,
e
oT ZJl ZJq n p L n 9q . . .
(VD = (e 3 ST T @I i+ ST @
¢ a=1k=1 a=1k=1

(3.2)
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ove T(:z:)fllf; sono le componenti di T in (£, ¢).

Proposizione 3.1.6 Sia (M, g) varieta Riemanniana. Esiste un’unica connessione

su M a torsione nulla, che chiamiamo connessione di Levi-Civita di g, per la quale

la metrica g € a derivata covariante nulla.

I suoi coefficienti di Christoffel in una carta (Q, ¢) di M sono dati da

k 1

() = 5 U+ (52, - ()™ @)

m

(3.3)

ove g;; e g% sono rispettivamente le componenti di g e le componenti della matrice
gij €49 )4 14 g 14

inversa di (g;5)i; nella carta scelta.

Definizione 3.1.7 Siano (M, g) varieta Riemanniana e R la curvatura associata

alla connessione di Levi- Civita. Poniamo allora:

(1) la curvatura di Riemann de g, che indichiamo con Rm,, come il C®—campo di

tensori quattro volte covariante di componenti in una carta (Q,¢) di M

Rijii(x) = Zgia(x) ]akl(‘r)

(it) la curvatura di Ricci de g, che indichiamo con Ricy, come il C®—campo di

tensori due volte covariante di componenti in una carta (2, ¢) di M

Rij(z) =) _ R, (@)

(iit) la curvatura scalare de g, che indichiamo con Scal,, come la funzione C* su

M che in una carta (2, ¢) di M vale
Scaly(z) = Rij(x)g" (z)
]
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E’ possibile introdurre su una varieta Riemanniana la nozione di integrale a partire

dalla nozione di integrale di Lebesgue in R" e di partizione dell’unita.

Definizione 3.1.8 Sia M una varieta e A = (Qy, ¢;)ier un atlante di M. Diremo
che la famiglia (25, ¢;, ) jeq € una partizione dell’unita subordinata ad A se:

(i) Vj € Ja;: M — R édiclasse C* su M

(i)Vje JVr e M 0<ajz) <1

(iii) Yo € M, 3V intorno aperto di x tale che Suppa; NV = 0 salvo che per un
numero finito di j

(iv) Vo € M, Y ,cya;(x) =1

(v) Suppa; C €

(vi) (2, ¢;)jes € un sottoatlante di A

L’esistenza di una partizione dell’'unita subordinata ad un atlante A € un risultato

classico.

Proposizione 3.1.9 Sia (M,g) una varieta Riemanniana di dimensione n e sia
f: M — R una funzione continua a supporto compatto in M.

Se A = (4, ¢i)icr € un atlante di M, poniamo

Aj(ﬁj)(ajmf) © gzﬁj_ldx

ove (2, ¢;, aj)jes € una partizione dell’unita subordinata ad A, | g | € il determi-

/M fdv(g) =Y

jeJ

nante della matrice formata dalle componenti di g in (£, ¢;).
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Allora Uintegrale cost definito ¢ ben posto poiché la definizione non dipende né dalla
scelta dell’atlante A né dalla scelta della partizione dell’unita subordinata ad A e

prende il nome di integrale Riemanniano.

Definiamo ora la nozione di laplaciano su varieta Riemanniana (M, g), ponendo in

una qualsiasi carta locale (€, ¢) di M

8yf0) = X @) - ST @G v e 0n (5

1,J k

ove (82282],);5 = D?j(f o ¢~ ) (o(z)).

Vale il seguente risultato.

Proposizione 3.1.10 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta e u,v € C*(M).

Allora

—/ Agu)vdo(g / < Vu,Vv >, dv(g) = /M u(Agv)du(g)

ove < Vu, Vv >,=3%", . g”g;a%'

Non perderemo tempo nel definire gli spazi di Sobolev su varieta, rinviando per

dettagli a [6].

3.2 Approccio variazionale

Sia (M, g) varieta Riemanniana. Ricordiamo che la classe conforme [¢] di g ¢ l'in-
sieme delle metriche Riemanniane su M della forma fg con f € C°°(M) strettamente
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positiva.
Segeg= uﬁg sono due metriche conformi, allora per n > 3 abbiamo

TL—2 n+2

_Agu + SCCngU = mScalgum (35)

n—2
4(n—1)
Il termine di sinistra in (3.5) definisce quello che chiameremo 'operatore laplaciano

conforme L, calcolato in w.

Il senso di tale terminologia diventa chiaro dalla seguente proposizione.

Proposizione 3.2.1 Sia (M,g) varieta Riemanniana di dimensione n > 3 e L,

I'operatore laplaciano conforme definito Vo € C*(M) come

Scalgu

Ly(¢) = —Dgo + 4(7;7__21)

Se g = uﬁg e una metrica conforme a g, allora
n+2
un=L;(¢) = L,(u¢) Vo € C*(M)

Da (3.5) risulta evidente che il problema di trovare una metrica conforme alla me-
trica g della varietd Riemanniana (M, g) a curvatura scalare costante ¢ del tutto
equivalente a provare che esistono una costante A € R e una funzione strettamente

positiva u € C*°(M) soluzione dell” equazione

—Agu+ Scalgu = Auns

n JE—
4(n—1)
Per studiare (3.1) introdurremo i seguenti funzionali su HZ(M)\{0}:

n—2

() = /M |V dels) + 1= /M Scal udv(g) (3.6)
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I(u) I(u)

2n
Jy(u) = 7 V2<qg<—=J(u) = - —  (3.7)
(far | w|® dv(g))e n=2 (Jar | w [+ do(g)*=
Per omogeneita di J e J,, otteniamo facilmente:
inf I(u) = inf  J,(u) inf I(u) = inf  J(u) (3.8)

u€H, we HE(M)\{0} ueH ue H2(M)\{0}

ove gli insiemi H, e H sono definiti da
Hy={ue HOM): [ Juldo(g) =1} H={ue HHM): [ ™ du(g) =1}

Dimostriamo ora l’esistenza di soluzioni nel caso sottocritico, basandoci essenzial-

mente sull’inclusione compatta di Hf(M) in L9 per 2 < ¢ < 2%.

Teorema 3.2.2 Sia (M, g) un varieta Riemanniana compatta di dimensione n > 3.

2n

Per ogni reale q € (2,;75), esiste una funzione strettamente positiva uq € C*°(M)

che ¢é soluzione dell’equazione

-2
—Agug + - Scalgug = Agud™! (3.9)

4(n—1)
con ug € Hy e \y = infyep, I(u).

In particolare A\, ¢ finito e assunto da u,.

Dimostrazione
Passo 1) A, ¢ finito
Infatti Vu € H, grazie alla disuguaglianza di Holder

q—2

| /M Scal udv(g) |< ||Seal, || /M w?dv(g) < ||Scal,||lcve”
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ove v, = [, dv(g) indica il volume di (M, g).
Otteniamo cosl

n—2 -2

Ag > || Scaly||oovg*

= 4(n—1)
e quindi A, e finito.

Passo 2) esiste u, € H, positiva quasi ovunque che realizza \,

Sia infatti {v;} una successione minimizzante di I lungo H,, ossia tale che

lim I(v;) = A,

1—-400
Poiché | V | u ||=] Vu | Yu € HE(M), modulo sostituire la successione minimizzante
{v;} con la successione ancora minimizzante {| v; |}, possiamo supporre che le
funzioni v; siano positive quasi ovunque.
Notiamo che le v; devono essere limitate in HZ(M).

Supponendo infatti che I(v;) < A, + 1, abbiamo

lesll = /Tar | Vi P du(g) + Jyy v3dv(g) \/1+>\ 12 |Seal, 0T 4+ 0T
poiché v; € H,,.

Per riflessivita di HZ(M), modulo sottosuccessioni, possiammo supporre che v; — u,
in H{(M), v; — u, in L7 e quasi ovunque.

Quindi u, € H, ed inoltre

I(u,) = /M | Vug, |* dv(g) + / Scalguldv(g) < liminf I(v;) = A,

4 77, — 1 i——+00
Quindi I(u,) = A, con u, positiva quasi ovunque come limite di funzioni positive

quasi ovunque.
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Passo 3) u, ¢ soluzione strettamente positiva C* di (3.9)

Per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange, u, ¢ soluzione debole di

n —

2
_A _ntme
T

_ q—1
Scalgug = aud

Se moltiplichiamo tale relazione per u,, otteniamo

A = I(u,) = a/M uddv(g) = a

poiché u, € H,.

Quindi u, ¢ soluzione debole di

—Agu, + Scalgug = Agud™!

n—2
4(n—1)
Con tecniche di "bootstrap” si ottiene che u, ¢ soluzione C* di (3.9).

Useremo adesso il seguente lemma, per la dimostrazione del quale rinviamo a [6].

Lemma 3.2.3 Siano (M, g) varietd Riemanniana compatta e uw € C*(M) funzione

positiva. Supponiamo che Vx € M

(—Agu)(x) 2 u(z) f(z, u(z))

ove f: M X R— R ¢ una funzione continua. Allora u € identicamente nulla oppure

¢ strettamente positiva ovunque.

La funzione u, non puo essere identicamente nulla in quanto u, € H,, allora u, deve
essere strettamente positiva ovunque, ottenenedo cosi la tesi.
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Data (M, g) varieta Riemanniana compatta di dimensione n > 3, poniamo

g = inf  J(u) = inf I(u) (3.10)

ueHZ(M)\{0} uEH
Con gli stessi argomenti usati nel passo 1 della dimostrazione del teorema 3.2.2 &
possibile mostrare che p, ¢ finito e tale grandezza prende il nome di invariante di
Yamabe.

Il senso di questa terminologia risulta chiaro dalla seguente proposizione.

Proposizione 3.2.4 Data (M, g) varieta Riemanniana compatta di dimensione

n > 3, Uinvariante di Yamabe é un invariante conforme, ossia Vg € [¢]
Hg = Hg

Dimostrazione
Sia g = uﬁg, allora dv(g) = u%dv(g). Dalla proposizione 3.2.1 abbiamo

n+42

un=Lg(¢) = Lg(ug) Vo € C%(M)

Moltiplichiamo tale relazione per u¢ ed integriamo su M in rapporto a dv(g)

Jar | VO 2 dv(@)+ 5573 Ju Scalzd?du(§) = [y | V(ud) [5 dv(g)+ 3557 [ Scaly(ug)*du(g)

Inoltre & vero anche che Yo € C°(M)
[ o1 du@) = [ Jus ™ dolg)
M M
Quindi, dalla due precedenti relazioni, otteniamo che V¢ € C>°(M)\{0}

J3(9) = Jg(ud)
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Poiché M compatta, HZ(M) non dipende dal punto di vista insiemistico dalla metrica

Riemanniana scelta e per costruzione C*°(M) & denso in HZ(M), allora V¢ € H (M)

J3(9) = Jg(ud)

Passando all'inf e ricordando (3.10) otteniamo la tesi.

E’ possibile ottenere il precedente risultato anche per un’altra via.

Proposizione 3.2.5 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione

n > 3. B’ vera la sequente caratterizzazione di fi,

4(n—1)

_n=2 .
o Mg = inf v, " /M Scalzdv(g) (3.11)

gelgl 7

Dimostrazione Abbiamo che vale

pg = inf J(u) (3.12)

ueC® (M)

< )ovvio
> )Sia ¢ € R, fissato. Per densitd di C*°(M) in HZ(M), possiamo ottenere

lesistenza di u € C*(M)\{0} tale che
Ty =T ul) < o+

Osserviamo che u € H{ (M) Vg > 1, allora | u |€ H{(M) Vq > 1.
Se consideriamo ora v, =| u | +¢€ con € € R, abbiamo che valgono le seguenti:

- v. € HY(M) ¥q > 1 e in particolare v, € H"(M)
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- J(ve) < pg + € per € piccolo.

Per densita di C*°(M) in H"(M), esiste una successione {v{} C C*(M) tale che
v§ — v, in H"(M).

Per il teorema di Sobolev, H"(M) si include con continuita in C(M) e quindi

v§ — v > € >0 in norma || - [|«. Allora vf € C°(M) per i grande.

Poiché M ¢ compatta, otteniamo che v{ — v¢ in HE(M), allora J(v) < p, + € per
i grande ed € piccolo.

Quindi

inf J
ueCl’%’(M) (u) < p1g + €0

Passando al limite con ¢g — 0

inf  J(u) <
e (u) < g

Sia adesso g = u g € [g]. Se moltiplichiamo (3.5) per u ed integriamo su M in

rapporto a dv(g), tenendo presente che dv(g) = u%dv(g), otteniamo

4&7__21) /M Scalzdv(g) = /M | Vu |* dv(g) + 427’”7__21) /M Scalgu2dv(g)

Tenendo presente che vz = | Mu%dv(g), dalla precedente relazione otteniamo

4(n—1)
n—2

UgJ% /M Scalzdv(g) = J(u)

A questo punto passando all’inf su g € [g], che a secondo membro si traduce in un

inf su v € C°(M), ed usando (3.12), otteniamo la caratterizzazione voluta.
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Mostreremo ora che (3.8) € continuo con ¢ — % Sussiste il seguente risultato.

Lemma 3.2.6 Siano (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione

n >3 e g, il suo invariante di Yamabe. Ricordando che Yq € (2, %)

Ag = inf  J,(u) = inf I(u)

ueH(M)\{0} u€H,

allora

im A, = g
_,_2n
q n—2

Dimostrazione Siano € >0 e u € H(M)\{0} tali che J(u) < p, + €.
Poiché | u [7< max(1,| u |%) € L'(M), otteniamo per il teorema di convergenza

equidominata di Lebesgue

n—2

Jim (Tl o)t = (Ll dete)=

Da cio segue

limsup A\, < limsup J,(u) = J(u) < py+€

q— q— =1

n—2 n—2
Passiamo al limite con € — 0

limsup A\, < gy
2n

9—n—3

D’altra parte per la disuguaglianza di Holder abbiamo

an=2) 1-901=2)

1= [ utde(g) < ([ wiFdv(e) 5

30



ove u, ¢ come nel teorema 3.2.2.

Quindi
2n_ an=2) | _an

liminf | ug~*dv(g) > liminf(vy >»  )a-2 =1

q—205 IM qa%
Ma

= n=2 — n—2
ol | 0 dv(9)) "7 < () 0 dv(9) T = I(u) = A,

Quindi

lim%_gf Ag = g

n—2

La tesi ¢ cos1 dimostrata.

Segnaliamo inoltre il seguente teorema.

Teorema 3.2.7 Siano (M,g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione

n >3, [g] la classe conforme di g e p, Uinvariante di Yamabe di (M, g). Allora
g >0 & 3g € g tale che Scal; > 0

pe=0 & 37 € g tale che Scal; =0

e <0 & 3g € g tale che Scaly <0

Dimostrazione Analizziamo la prima equivalenza.

< ) Per il teorema di Sobolev, sappiamo che JA tale che Yu € HZ(M)

(/M L |72 do(§)) < A(/M | Vu |2 do(g) + /Mu2dv(§))
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Osserviamo che da questa relazione discende

Vu |2 dv(g) + 722 [y Scalzudo(g _
Jar | Vu [5 do(g) ) {M Sealy (9) o L inr, =2 i Seals (1)
(Sar w|»=2 dv(g)) ™= A 4(n — 1) zeM
Quindi
1 . n—2

Mg = Hg > Z IIllIl(l,
=) Siano Vg € (2, 2%) A, € u, come nella dimostrazione del teorema 3.2.2.

In virtu del lemma 3.2.6 se p, > 0 allora per q vicino a % abbiamo A, > 0.

D’altra parte u, soddisfa (3.9), quindi

n—2 [4(71—1) ni?  ni2
dn—1) n—2 1"

—Agu, + Scalyu, =

n—2
4(n—1)
4

da cui discende che se poniamo § = ug ?g, allora

4(n—1 —nt2
Scalz = %Aqug "2 >0

per q vicino a 2.

Verifichiamo ora la terza equivalenza.

< ) ovvio per la proposizione 3.2.5

= ) si procede in modo del tutto analogo all'implicazione verso destra della prima
equivalenza.

Per la seconda equivalenza abbiamo invece

< ) Sia g tale che Scal; = 0. Se g = = g € [g], allora moltiplicando la relazione

(3.5) relativa a g e g per u ed integrando in dv(g)

n—2 n—2

=1 /M Scalgu%dv(f]) = =1 /M Scalzdv(g)
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Quindi py = p15 = 0 per la proposizione 3.2.5.
=) Siano p, = 0 e q qualsiasi con q € (2, %) Se A\, > 0 (rispett. A\, < 0), allora

con le stesse manipolazioni dell’implicazione verso destra della prima (rispett. della

4

terza) equivalenza, potremmo dimostrare che § = ug~*¢g ha curvatura scalare

An—1), g-ni2
Scaly = %Q)Aqug "2 >0 (rispett. < 0)

Quindi per 'implicazione verso sinistra della prima (ripett. della terza) equivalenza,

otterremmo p, > 0 (rispett. p, < 0), contraddicendo p, = 0.

4

Quindi A, deve essere nullo, allora Scal; = 0 se g = ug2g.

Ritorniamo adesso allo studio delle u, con 'obiettivo di dimostrare il risultato prova-
to da Aubin in [3].

Ricordiamo che

4
Kn,2) = | —
n(n — 2)w;

ove w, rappresenta il volume della sfera unita standard n-dimensionale, ¢ la migliore

prima costante per I'inclusione di HZ(M) in L%(M ).

Teorema 3.2.8 Siano (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione

n >3 e g il suo invariante di Yamabe. Se g < s, allora esiste una funzione

1
K(n,2)

strettamente positiva u € H N C*° (M) che ¢é soluzione dell’equazione

—Agu+ Scalyu = ,uguz_tg (3.13)

n—2
4(n—1)
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. . - 4 .
In particolare p, € assunto e § = un—2g ¢ una metrica conforme a g con curvatura

4(n—1)
scalare costante =—>u,.

La dimostrazione di questo teorema fara uso dei seguenti tre lemmi.

Lemma 3.2.9 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione n > 3

e g il suo invariante di Yamabe. Esiste una successione di reali {q;} C (2,-25) con

i B 2n
zﬂlinoo %= n—2

la cui successione corrispondente di funzioni ug,, ove ug, € come nel Teorema 3.2.2,
converge debolmente in HZ(M) e fortemente in L*(M) verso una funzione positiva

u € HE(M) soluzione debole di (5.13)

Dimostrazione

Notiamo prima di tutto che le u, sono uniformemente limitate in norma H3Z(M) per

.« . 271»
q vicino a .

Usando infatti il fatto che le u, € H, sono soluzioni di (3.9), otteniamo

gl = fu | Vg 2 dolg) + Jyy uddv(g) = Ay + fug(1 = 7225 Seal, uZdv(g) <

-2

g9
<pg+o+1— —4&__21)Scalg]|oovgq

per q prossimo a % in vista del lemma 3.2.6.

2n
Per riflessivita di HZ(M) e di L»+2(M), per il teorema di immersione compatta di
Sobolev, e possibile, mediante estrazioni successive, trovare una successione
¢ € (2,-25) convergente a 2% e u € H{ (M) tale che

n—2
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a) ug, — uin HZ (M)

b) ug, — uin L*(M)

¢) u, — uw quasi ovunque

d) ut~! = w2 in Lz (M)

Osserviamo che ¢ possibile supporre che lim; ., ¢; = =%

E’ infatti sufficiente partire da {ug} con lim; ... ¢ = =% ed usare per questa

successione proprieta di riflessivita.

I punto (d) e vero poiché

q—1 HQ_J;LQ < 712_;2 < t
Huq HLnQ_f?(M) < Vg + HuqHL% < cost.

per il teorema di immersione di Sobolev e le stime precedenti.

Quindi, per riflessivita di L»+2 (M), modulo sottosuccessioni, possiamo dire che

n+42

ufi~! — @ debolmente in LnQ_fZ(M) ove dovremo avere per il punto (¢) 4 = un»-2.
A questo punto passiamo al limite con ¢ — 400 in (3.9) e ricordando che per il
lemma 3.2.6 lim A\, = p, otteniamo che u & soluzione debole di (3.13).

Inoltre per il punto (c) u & positiva quasi ovunque.

Adesso sono due le questioni ancora da risolvere: la regolarita di u, per la quale non
potranno piu funzionare, trattandosi di problemi con esponente critico di Sobolev,
argomenti standard di "bootstrap”, e la stretta positivita di u, che per il lemma

3.2.3 si tradurra nel dimostrare che u non puo essere identicamente nulla.
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Lemma 3.2.10 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione
n > 3, allora la funzione u data dal lemma 3.2.9 ¢ di classe C'*° su M ed in particolare

soluzione forte di (3.13).

Dimostrazione Le tecniche di "bootstrap” falliscono al critico. Si puo pero os-
servare che se riuscissimo a dire che u € L*(M) con s > %, allora gli argomenti
classici per dimostrare la regolarita di u riprenderebbero a funzionare.

E’ su questo che si appoggia tutta la dimostrazione del lemma.

Dato L un reale strettamente positivo, consideriamo le seguenti funzioni reali di
variabile reale definite come

FLt)={|t|™Zse|t|<L ;L7 |t| -2 L7%se|t|>L

Grt)={|t|"= se|t|<L noLwE |t | —25Lisse |t |> L

n—2

Poiché || %L ||z = #Lﬁ e | %L | or = Z—fgLﬁ, le funzioni Fre G, sono

lipschitziane e Fj, = Fy(u), G, = Gp(u) sono in L*(M). Quindi F, e G sono in

D’altra parte si puo notare facilmente che per ogni ¢ > 0

Fu(t) < 172, G (t) < 73, FL(0)° 2 G (1), (Fy(0)* < —— Gl (1)

Applichiamo la relazione (3.13) a G, ottenendo

, n—2 ~ n+2
/M G’ (u) | Vu |* dv(g) + i =1) /M Scal,Grudv(g) = gy /Mun—QGLdv(g)
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Da cio segue che esistono costanti strettamente positive C'; e (5 indipendenti da L

tali che

7 |? du(g) < / G (u) | Vu > dv(g) < C1 + Cy /Muz_tgdev(g) <

< Oy + Cy [y un Fy do(g)
Grazie alle disuguaglianze di Holder e Sobolev, possiamo scrivere che

4~ 2 42 4~ 2 42
Jyur2F dv(g) = f{u<K}un—2FL dv(9) + sy U2 FL dv(g) = [y w2 I

2n

dv(g)+ (f{u>K}U" 2)%(f{u>K} FL dv(g))n%2 < f{ugK}uﬁFNLQdU(g>+€<K)<fM Fpe
d0(9)*% < Jusry w2y dvlg) + e(K)(A fy | VEL 2 do(g) + B [y Fy dv(9))

ove per K > 0 abbiamo posto €(K) = ([i,- u%)%.

Sapendo che u € L%(M ), possiamo dire che ¢(K') tende a zero al crescere di K.

Scegliamo quindi un K sufficientemente grande tale che —"5CyAe(K) < 1.

Se scegliamo ora L > K otteniamo

2 F, du(g) < K5

Quindi

/M | VEL [ dvlg) € —=Ch 4+ — = K>3 Cyv, + ——e(K)BC; /M Fy du(g)+

n
-2

n
+

512 < 512
- K)A(JQ/M|VFL\ dv(g)_04+05/M|VFL| du(g)

ove Cy >0e 1> C5> 0 sono due costanti positive.

Da cio otteniamo

~ C
2 < 4
1L [ dvg) < e
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Quindi esiste una costante Cy indipendente da L per la quale
. 20
FL n-2 dU(g) S 06
M

Utilizzando il teorema di convergenza di Beppo-Levi in vista della convergenza

~ 2 n n
monotona crescente di Fr,"* T| u ’(m)(%) con L — 400, otteniamo che
we LGS (M) = LY(M)

ove § = L— > =% e quindi la tesi.
n—2n—

Lemma 3.2.11 Siano (M,g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione

n > 3 e [y il suo invariante di Yamabe. Se p, < ﬁ, allora la funzione u

n72)

data dal lemma 3.2.9 é strettamente positiva ovunque.

Dimostrazione
Per i risultati relativi alla prima migliore costante della disuguaglianza di Sobolev

su varieta, sappiamo che esiste B > 0 tale che V¢ € HZ(M)

(] 1617 do(g) = < K(n,2)%(] | Vo[ dv(g)+B | &dv(g))

D’altra parte u,, € Hy,, quindi Vi

2n " lin; 2 1 _n—2
2z 2(3; )< (5 )
1 n—2)

1= (fyrulidv(g) < (fypug > dv(g))™= vy

(Jar | Vg, ? dv(g) + B [y ug,dv(g)) < v T K, 22 (I (ug) + B ug,dv(g)—

(L-%52)

— T 1) Jar Scalgu? dv(g)) < U; UK (n,2)2 (A, + C [y ud du(g))
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ove C' e un’opportuna costante reale positiva.

Per passaggio al limite nella precedente stima e in virtu del lemma 3.2.6 otteniamo
1< K(n,2)%u, + D/ u?dv(g)
M

ove D = K(n,2)*C.
D’altra parte per ipotesi

K(n,2)%u, <1

da cui segue
2d >0
/ U v(g)

Quindi la funzione u non potra mai essere identicamente nulla e per i lemmi 3.2.3 e

3.2.10 dovra essere strettamente positiva ovunque.

Siamo ora pronti per dare la dimostrazione del teorema 3.2.8

Dimostrazione (Teorema 3.2.8) Abbiamo gia mostrato grazie ai tre precedenti

lemmi che se p, < W allora esiste una funzione u € C'°(M) strettamente posi-

tiva soluzione forte di (3.13).

Resta da verificare che u € H e che u realizza il minimo di J su H(M)\{0}.

Ricordiamo che dal punto (d) del lemma 3.2.9 avevamo uf~" — wn? in LnQ_r?(M)

Poiché u € L%(M ), otteniamo

2n
ey} = [ qi—1
/Mu de(g) = ; 1I+n Muqi Ud/l](g)
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Con Holder abbiamo

n—2

[, w=avo) < tim [([ wtav(e) ' ([ urdvte)¥] = ([ wmdv(g)F

i——+00

per convergenza equidominata.
Quindi [, = dv(g) < 1 poiché u & ovunque strettamente positiva.
D’altra parte ricordando che u & soluzione di (3.13), moltiplichiamo tale relazione

per u ed integriamo su M, ottenendo

2n_
I(w) = py [ w2du(g)
M
e di conseguenza
2n_ 2
J(w) = py( | uFHdv(g)? < p,

Quindi [, u%dv(g) =1 senno J(u) < py e J(u) = p,.

La dimostrazione e cosi completata.

3.3 1l teorema della massa positiva e risoluzione

completa del problema di Yamabe

Il teorema 3.2.8 riconduce la risoluzione del problema di Yamabe per una data
varieta Riemanniana compatta (M, g) alla disuguaglianza p, < m ove [y denota

I'invariante di Yamabe di (M, g).
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Da cio si deduce facilmente che nel caso py < 0 il problema di Yamabe e sempre
risolubile: per questo ci restringeremo d’ora in poi al caso p1, > 0 che rappresenta
I"unico veramente difficile.

La seguente proposizione, che non dimostreremo poiché i conti sono laboriosi e quasi
del tutto simili a quelli del teorema 3.3.12, ci dice che la disuguaglianza non stretta

€ sempre vera.

Proposizione 3.3.1 Sono vere le due asserzioni:
(1) per ogni varieta Riemanniana compatta (M, g) di dimensione n > 3 abbiamo

1

< -
o =T (n,2)?

(ii) se S™ denota la sfera unita standard di R™ e h la metrica standard, allora

1

Fh="K(n,2)?

Diamo ora due definizioni che saranno utilissime in seguito.

Definizione 3.3.2 Siano M, una varieta, (Ma, g) una varieta Riemanniana e ¢ un
diffeomorfismo di My in Ms. E’ possibile definire una metrica su My, ottenuta come
pull-back della metrica g attraverso [’applicazione ¢ e che indicheremo con ¢*g, nel
modo sequente.

Siano (1, 1) e (2, 92) carte locali rispettivamente in My, e My con la proprieta

o(§21) C Qo allora poniamo

¢"g(x)(X,Y) = g(¢saX, duaY)
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VXY € T,M eVx € M, ove ¢., indica il differenziale di ¢ in x.

Definizione 3.3.3 Siano (M, g1) e (M, g2) due varieta Riemanniane e
¢ My — M, diffeomorfismo. ¢ si dira diffeomorfismo conforme se ¢*gs € [g1] e le

due varieta siv diranno conformemente diffeomorfe.

Definizione 3.3.4 Una varieta Riemanniana (M, g) si dice localmente conforme-
mente piatta se Vx € M esiste un intorno aperto Q e g € [g] tale che g ¢ la metrica

euclidea su €.

Aubin in [3] congetturo che per ogni varieta Riemanniana compatta di dimensione
n > 3 non conformemente diffeomorfa a (S™, h) fosse vera la disuguaglianza stretta.
Poiché nel caso della sfera unita n-dimensionale la metrica standard h ha gia cur-
vatura scalare costante pari a n(n — 1), dalla congettura di Aubin risulterebbe com-
pletamente risolto il problema di Yamabe.

La principale difficolta pero risiede nel riuscire a tradurre la condizione di non dif-
feomorfismo conforme con (S™, h) in modo piu facilmente utilizzabile.

Bisogna riuscire quindi a trovare dei criteri che isolino e distinguano la sfera rispetto
a tutte le altre varieta Riemanniane compatte.

Il primo criterio ¢ dovuto allo stesso Aubin in [3] il quale osservo che ogni varieta
non localmente conformemente piatta non puo essere conformemente diffeomorfa a
(S™, h). Dimostro poi la validita della propria congettura in tale caso specifico.

Per la risoluzione completa del problema, si deve attendere il lavoro di Schoen il
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quale in [4] mise in evidenza il ruolo giocato dal teorema della massa positiva.
Questo teorema, nato dalle congetture poste dai fisici teorici Arnowitt, Deser e
Misner negli anni '60, riprese da Gibbons, Hawking e Perry verso la fine degli anni
70, viene dimostrato da Schoen e Yau in [7] e [8], mettendo cosi fine al problema di
Yamabe.

Diamo ora la definizione di varieta asintoticamente piatta.

Definizione 3.3.5 Una varieta Riemanniana (M, g) di dimensione n é detta asin-
toticamente piatta d’ordine T > 0 se esistono K C M compatto e un diffeomorfismo

¢ di M\K su R™\Bg(0) per un opportuno R > 0 tali che nel sistema di coordinate

{2} indotto da ¢ su M\K si abbia

1 o 1 0%g;;

_ _ Vi ik
T Oz (TT+1) 021,02m b

TT+2)
Si dice anche che il sistema {z;} é un sistema di coordinate asintotiche su M.
Introduciamo adesso la nozione di massa di una varieta asintoticamente piatta.

Definizione 3.3.6 Sia (M, g) una varieta asintoticamente piatta di dimensione n e
{2} un sistema di coordinate asintotiche su M. Defiamo la massa m(g) della varieta

ponendo

m(g) = lim 1 Z/a (agij . agii)do_

T—=+00 Wy 1 i Bo(R) 322 3zj
Non & assolutamente ovvio dalla precedente definizione che m(g) sia ben definita,
ossia esista e non dipenda che da g.
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Bartnik in [5] dimostra che m(g) ¢ ben definita per ogni varieta asintoticamente
piatta d’ordine 7 > 22 con la proprietad Scal, € L'(M).
Abbiamo quindi il seguente teorema, che € noto come forma forte del teorema della

massa positiva.

Teorema 3.3.7 Sia (M, g) una varieta di dimensione n > 3 asintoticamente piatta
d’ordine T > ”T_Q la cui curvatura scalare € ovunque positiva e in L'(M). La sua
massa m(g) ¢ allora positiva con la proprieta supplementare che m(g) = 0 se e

soltanto se (M, g) ¢é isometrica a (R", ).

Consideriamo (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione n > 3.

Per h € C*(M) strettamente positiva si pud mostrare l'esistenza Vo € M di una
funzione G, definita e di classe C*° su M \{z} che verifica nel senso delle distribuzioni
I’equazione

_Ag,dist.G;B + hGa: = 5:1:

ove 0, rappresenta la misura di Dirac nel punto x.

La precedente ¢ equivalente ad affermare che G, soddisfa Vu € C?*(M)

/M Gu(=Agu + hu)dv(g) = u(z)

La funzione G, ¢ per definizione la funzione di Green nel punto x dell’operatore che
ad u € C*(M) associa —A,u + hu ed & unica in quanto soluzione delle equazioni

sopra citate.
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n—2

Supporemo inizialmente di prendere h = 1)

Scal, con Scal, > 0 ove tale scelta ¢
possibile modulo cambio conforme di metrica per il teorema 3.2.7 e rispetto a tale
metrica esiste G,.

. . . . N ~ _4
Per invarianza conforme del laplaciano conforme, si puo mostrare che se § = un—2g,

allora G, (y) = u(i”;fty(;) definisce una funzione di Green di L nel punto x che risulta
comungque essere unica.

L’esistenza quindi di G, funzione di Green di L, in x ¢ assicurata anche per le
metriche g con curvatura scalare non strettamente positiva.

Consideriamo adesso il caso in cui (M, g) sia localmente conformemente piatta.
Dato un punto x, modulo un cambiamento conforme di metrica, potremo supporre
che g sia euclidea in un intorno By, (z) di x, per un opportuno 7 > 0.

Sia f € C*(R, R>() positiva con supporto contenuto in [—27, 27| e identicamente 1

su [—n,n] e sia H, la funzione su M\{0} definita da

f(r)

(n — 2)w,_1r"2

H,(y) =

ove r denota la distanza da x. Si puo verificare che

A H(y) = DA oo

g (n — 2)w,_1r"1
—ANgH,(y) =0 su M\Bsy,(z)
da cui si puo ricavare che —A,H, si prolunga in una funzione C* su M.
Si puo inoltre verificare che nel senso delle distribuzioni
_Ag,dist.Ha: = _AgHa: + 6$
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ossia Vu € C?*(M)

— | HoBgudv(g) = = [ (8, Ha)udv(g) + ula)

Il calcolo non presenta particolari difficolta, basta partire dal fatto che per lo spazio
euclideo (R",J) si ha

1
_Aé,dist.(,rn—_Q) =(n—2)w, 10z

Se adesso a, € C(M) rappresenta 'unica soluzione di

—Agay, + Scalyo, = AgH,

n _
4(n—1)
la cui esistenza s’ottiene con metodi variazionali standard, allora la funzione di Green

G, di Ly nel punto x ¢ data da G, = H, + .

Infatti

n —
A e = N H, N H, + ———Scal,H,
g.dist. Gz + T = 1)Scal 4G + 0, + + 4(n — 1)Scal =0,

poiché H, = 0 su M\By,(z) e Scaly, = 0 su By, (z).

Tale ultima affermazione e vera in quanto abbiamo supposto all’inizio che g fosse
euclidea su By, (z).

Per definizione «, & detta la parte regolare di G, e a,(z) & detta l'energia di g nel
punto x.

Sege g = = g sono due metriche conformi piatte in un intorno di x, si puo

mostrare che a,(z) = Z?SQ) ove oy e a, sono le parti regolari delle funzioni di Green

96



G, e G, nel punto x degli operatori L,e L.

Quindi il segno dell’energia nel punto x ¢ un invariante conforme nella classe delle
metriche piatte in un intorno di x: per maggiori dettagli su tali questioni rinviamo
a [9].

Il fatto importante a questo punto, sottolineato per la prima volta da Schoen in [4],
e lesistenza di una costante C' strettamente positiva tale che

4

az(z) = Cm(Gz?g) (3.14)

4 4
ove m(G#~?g) denota la massa della varieta asintoticamente piatta (M\{z}, Gz~ g).

Quindi, come conseguenza di tale relazione e del teorema della massa positiva, si
puo affermare che l'energia o, (x) & sempre positiva ed € nulla se e soltanto se (M, g)
¢ conformemente diffeomorfa a (S™, h).

Questo risultato relativo all’energia «,(x), al quale ci si riferisce con il termine
di forma debole del teorema della massa positiva, € stato comunque dimostrato

indipendentemente da (3.14) nell’articolo di Schoen e Yau [9].

Teorema 3.3.8 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta localmente conforme-
mente piatta di dimensione n > 3 il cui invariante di Yamabe pg, e strettamente
positivo. Dato un punto x € M e g una metrica conforme a g piatta in un intorno
di z, allora Uenergia a,(x) di g nel punto x é positiva. Se inoltre esiste un punto
x € M e g conforme a g piatta in un intorno di x tale che l’energia in x e nulla,
allora (M, g) & conformemente diffeomorfa alla sfera standard (S™, h).
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Abbiamo bisogno pero adesso di una caratterizzazione piu operativa dell’energia

a,(z). Rinviamo a [10] per la dimostrazione del seguente teorema.

Teorema 3.3.9 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta localmente conforme-
mente piatta di dimensione n > 3 il cui invariante di Yamabe pg, e strettamente
positivo. Dato un punto x € M e § una metrica conforme a g piatta su Bs(x) per

un opportuno § > 0, l'energia o () di g in x vale

% sup{[ | Sealydv(g)] = [4(n — Vewn1p™2) 7'} (3.15)

ag(z) =

ove il sup e preso sui reali p € (0,9) e sulle metriche g' € [g] che soddisfano ¢ = g

su Bs(x).

Indipendentemente per varieta Riemanniane non localmente conformemente piatte
di dimensione 3, 4 o 5 e possibile ritrovare uno sviluppo della funzione di Green in
un punto x del laplaciano conforme simile a quello per varieta localmente conforme-
mente piatte.

E’ quindi posibile definire 'energia «,(x) e grazie a (3.14) ritrovare anche in questo
caso la validita della forma debole del teorema della massa positiva.

Inoltre ¢ possibile ritrovare una caratterizzazione di o, (z) simile a (3.15).

Siax € M esia g € [g] tale che | g |=14 O(7™) con m >> 1 in un intorno di x, si

trova allora che

a(z) = n—1) lim sup sup{[/M Scalydv(g)] ™" — [4(n — Dw,_1p" %] 7'} (3.16)

n_2 p—0
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ove il sup e preso sulle metriche g’ € [g] che verificano ¢’ = § su B,(z).

L’esistenza della metrica g e legata al teorema di Cartan e mi permette di definire
a,(z). Per queste asserzioni rinviamo a [11].

Aubin inizialmente dimostro p, < W per varieta Riemanniane compatte non
localmente conformemente piatte.

In [3] introdusse una famiglia particolare di funzioni test di HZ(M) per le quali

mostro che il valore del funzionale J scendeva sotto la soglia . Utilizzo a tal

1
K(n,2)?
fine l'esistenza di un punto z, tale che Weyl,(zo) # 0.

Ricordiamo la definizione di Weyl,.

Definizione 3.3.10 La curvatura di Weyl di g, che indichiamo con Weyl,, ¢ il

C>*—campo di tensori quattro volte covarianti su M di componentt Wiji in una

carta locale (2, ¢) di M definite come

Scal,
(n—1)(n—2) (9irgj1 — gugjk)

1
Wik = Riji— =5 (Rirkgji+ Rjugik — Rugjr — Rijkga) +

ove Rijpi,Rij indicano le componenti della curvatura rispettivamente di Riemann e

di Ricci nella carta scelta.
Richiamiamo un risultato utile a proposito della curvatura di Weyl.

Teorema 3.3.11 Una varieta Riemanniana (M,g) di dimensione n > 4 ¢ local-
mente conformemente piatta se e soltanto se la sua curvatura di Weyl é nulla in

ogni punto di M.
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Schoen invece in [4] risolse i restanti casi introducendo a sua volta una famiglia
particolare di funzioni test ed utilizzando il teorema della massa positiva.
Introduciamo adesso un approccio unificato al problema considerando una sola

famiglia di funzioni test.

Teorema 3.3.12 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione
n > 3 non conformemente diffeomorfa alla sfera unita standard (S™,h) con inva-
riante di Yambe p1, > 0. Dati un punto xy € M, € > 0 e 0 > 0 piccolo fissato,

introductamo le funzioni u. definite da

n—2

u(z) =(e+r*)"2 se r<9d

u(r) = (e+06*)"T se 1>

Questa famiglia di funzioni test fornisce la disuguaglianza pg, < m

Risulta quindi completamente risolto il problema di Yamabe.

Dobbiamo adesso fare necessariamente dei richiami per poter introdurre delle carte

locali molto particolari, le carte esponenziali.

Definizione 3.3.13 Sia (M, g) una varieta Riemanniana e vy : [a,b] — M un cam-
mino di classe C*.

Definiamo L(%) la lunghezza di v ponendo

1) = [ ot (S
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ove in una carta locale (2, ¢) di coordinate (x4, .., x,)

= SO

)

(

Se supponiamo adesso v Cl a tratti, definiamo la sua lunghezza come la somma

delle lunghezze dei cammini Ct che lo compongono.

Definizione 3.3.14 Sia (M, g) una varieta Riemanniana e 7y : [a,b] — M un cam-
mino di classe C*°. Diremo che v € una geodesica se per qualsiasi carta locale (£2, ¢)

di M eVt € [a,b] tale che y(t) € Q, allora Vk =1,..,n

()8 + 2THO () (B)() (8) = 0 (3.17)

ove vF e Ffj denotano rispettivamente le coordinate di v e 1 simboli di Christoffel

della connessione di Levi-Civita nella carta (€2, ¢).

La proprieta fondamentale di una geodesica y & che [[(2),|, non dipende da t e
quindi in particolare L(7) = (b — a)[|(2)]],-

Se fissiamo adesso un punto z € M, VX € T,M denotiamo con ~,(X,t) I'unica
geodesica con ¢ € [0,€(X)) che verifica v,(X,0) = z e (£2)(X,0) = X con €(X)
massimale.

L’esistenza di una tale geodesica, almeno per tempi piccoli, ci viene assicurata dalla
teoria classica delle equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine.

Poniamo poi €¢(X) come il sup degli € tali che y(X,t) ¢ definita su [0, €.

Esistono inoltre 7 e €, tali che se || X||; = /g(2)(X, X) < r allora €(X) > €.
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Essendo banalmente vero che VA > 0 e VX € T, M 7,(AX,t) = 7,(X, At), possiamo
supporre che ¢y > 1 modulo diminuire il valore di r.

Se denotiamo con Q,(M) = {X € T, M : ¢(X) > 1}, abbiamo chiaramente che
QM) £ 0 e By(r) = {X € T.M : |X|, < r} C 2,(M).

Indichiamo adesso con {ey,..,e,} una base ortonormale di (T,M,g(x)) e con ®
I'isometria vettoriale da (T, M, g(z)) in (R",d) che a X € T, M associa le componenti

di tale vettore nella base otonormale scelta. Poniamo U = ®(£2,,).

Definizione 3.3.15 Con le notazioni precedenti, [’esponenziale nel punto x ¢ [’ap-

plicazione exp, di U in M che a (x4, ..,x,) associa V(> xie;, 1).

Si puo dimostrare che exp, e un diffeomorfismo locale in 0 € U, quindi exp, € un
diffeomorfismo da un intorno aperto By(¢) di 0 € U in un intorno aperto €2 di x.
Definiamo cosi in ogni punto x € M una carta locale (Q, exp, ') che prende il nome
di carta esponenziale in x.

Osserviamo che in ogni caso la carta esponenziale che costruiamo dipende dalla
scelta della base ortonormale {eq, .., e,}.

Le coordinate associate alla carta esponenziale in x prendono il nome di coordinate
geodesiche normali in x.

In tali coordinate le geodesiche v che uniscono x ad un punto y € €2 diventano dei
segmenti uscenti dall’origine con vettore di direzione ®((2)(0)).

Si puo verificare che la carta (€, exp, ') € normale in x, ossia in tale carta I'};(z) = 0
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e gij(z) = 6;; Vi, 7,k e che Vy € Q di coordinate (yy, .., y,) nella carta esponenziale
in x si ha

d(,y) = L(7) = (g1, - ya)

ove ¥(t) = exp,(tyi, .., ty,) € un cammino C'* dell'intervallo [0, 1] in M.
In ultimo sussiste il seguente sviluppo di Taylor per la metrica g nella carta espo-

nenziale (Q, expy). Per x vicini a zy e Vi, si ha

1 1
9i5(x) = 0y + 3 > Riagj(wo)zats + 5 > Riagjn(T0)Tat g+
a,ﬁ a7ﬁ”y

2
+ Z Riagjon(20) + 1= Y Riapm(0) Rjpam(0)) Tt sy + O(r°)
a,B,7,A m

ove g;; € R;ji denotano le componenti rispettivamente di g e di Rm, nella carta
esponenziale in xg, (21, .., Z,,) sono le coordinate geodesiche normali in g, r* = 3=, 22,
Rijkl,m = (Vng)mijkl (S Rijkl,mn = (vm(Vng))mgk;l con Vng il Ooo—campo di

tensori cinque volte covariante con componenti in una carta
(VRMg)mijir = (VimBmg)iju

Quindi, dal precedente sviluppo, si puo ottenere con semplici passaggi lo sviluppo
di /| g(x) | nella carta esponenziale in z

| g(@) | = 1=§ 325 Rij(wo)wizs — 15 X jx Rijae(w0)wi v+ 55 X4 (= Rijora(w0) —
—% S pm Rpijm (20) Rpim (o) + %Rij(xO)Rkl(xo))xixjxkxl + O(rd)
ove R;; e R;j, rappresentano rispettivamente le componenti di Ric, e Rmy nella
carta, R;jr = (VRicy)kij € Riji = (Vi(VRicy))u; con VRic, il C*®°—campo di
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tensori tre volte covariante con componenti in una qualsiasi carta

(VRng)kij = (vk‘chg)zg

Se indichiamo adesso con

Gy = —— [ Tgteans, 16) a6

ove § € S"! indica la variabile angolare in R" e r & tale che S"~!(r) sia contenuto
nell’insieme di definizione della carta esponenziale in xq, possiamo ottenere con conti

non banali

G(r) = 1 — Sy

—18A,Scaly(x) + 8 | Ricy(wo) |2 —

1
+ 360n(nt2) ( g

—3 | Rmgy(xo) |2 +5Scaly(xo)?*)r* + O (1)
ove il modulo quadrato di un C*°—campo di tensori T p volte covariante ¢ definito
come | T(x) [3= "33 i1, 977 (@) g (2) T L (2) Ty, ().

Per ottenere la precedente relazione abbiamo usato le seguenti
2 . . Wn-1 o . .
r 0;0;d0 ={0 se i#j —r°sei=]
sn-1 n
r3 / 0,0,0,d0 = 0 Vi, j, k
Sn—l

7"4/5  0:8;0:6,d0 = {0 se #({i,j,k,1}) = 3,4 nwnfl rse #({i, 5,k 1}) =2

(n+2)

s #({i, gk 1)) = 1

Swn—l
n(n+ 2)

Per maggiori dettagli riguardo alle precedenti relazioni rinviamo a [3].

Abbiamo adesso pronti tutti gli strumenti per poter dimostrare il teorema 3.3.12.
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Dimostrazione (Teorema 3.3.12) Caso 1) Consideriamo una varieta Riemannia-

na (M, g) non localmente conformemente piatta di dimensione n > 6.

Siano xy € M un punto qualsiasi e § > 0 tale che su Bs(xq) sia possibile definire
(21, .., ;) un sistema di coordinate geodesiche normali in z.

Per invarianza conforme del problema, affermiamo che e possibile scegliere ¢ tale
che Ricy(zo) = 0.

Scegliamo una funzione f € C'°(M) strettamente positiva in almeno un punto di M
e tale che f(x¢) = 0.

Per ogni ¢ € (2, -2%) esiste una funzione u, € C*(M) strettamente positiva soluzione
di

—Agug + Scalyu, = /\q(f)fug_1

n—2
4(n—1)
ove A\;(f) € una costante dipendente solo da ¢ e f.

4
Se adesso prendiamo una metrica § = ug =g otteniamo che

n—2 n+2

2 qg—1
= 1>Scal9uq /\q(f)fuq

da cui discende

Scalz(zg) =0

Modulo quindi un cambio conforme, possiamo supporre Scal,(zg) = 0.

Consideriamo ¢ € C*(M) definita localmente in un intorno di z, in coordinate
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geodesiche normali in zg da

P(z) = ! > Ricy(xo)ijwiw;

n—2%

e poi prolungata in modo C'* su M.

Se poniamo § = e®g, si puo ottenere che

, _ n—2 0% 1 st _
Ricg(x0)i; = Ricy(0)ij — 5 W(%) - 59(950%]'[2 6—95,%(%)] = Ricy(x0)i—
3 ] k-

—Ricy(0)ij — 7559(20)ij[ Xk Ricy(wo)wk] = —5559(w0)ijScaly(wo) = 0

e
D¢

Scalz(zg) = Scaly(zg) — (n—1)> a—x]%(aro) =0

k

Quindi, modulo sempre un cambio conforme di metrica, & possibile supporre
Ricy(zo) = 0 e Scaly(xg) = 0.
Chiaramente se scegliamo delle coordinate geodesiche normali in zq rispetto a tale

metrica g otteniamo

1

Gy =1+ 360n(n + 2)

(=184 Scaly(xg) — 3 | Weyly(xo) |2)r* + O(r°) = (3.18)

=1+ C(zo)r* + O(r®)
poiché ||Rmy(xo)lly = [[Weyl,(xo)]|, essendo Ricy(xg) = 0.
Poniamo Il = w;, 1 Joree ﬁds Vp, q tali che 2p > q + 1.

Sviluppiamo ora in € la quantita J(u,). Stimiamo per primo il termine

/| Ve dug)
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Abbiamo che

n

| Vue |=| —(n — 2)r(e+ TZ)’%VT = (n —2)r(e+7r*)"2 su Bs(xg)

poiché | Vr |= 1 quasi ovunque.

Quindi

Jar | Ve |2 dv(g) = (n = 2)? [, r*(€ +7%)7"dv(g) = (n = 2)* [5,(0) [lylI*(e+
Hl2) (] g(expag () Dy = (= 2)2 [ 177 (e +r2) 7 [fgas /| glewpay (r6)) |

dOldr = (n — 2)%*w, 4 f(f e +r?)"G(r)dr

Se facciamo il cambio di variabile r = \/Es otteniamo

n+1

i |V P dvlg) = (n = 2167 57

[1 + E2C(x0)s* + O(e35%))ds =
— (0 2P R 4 O + A0 [y ottds + O(e JoF s

(1+s

Per il secondo termine abbiamo

dScal 82Scal 83Scal
Jar Sealyu? = O(1)+ [0y (S0 S (20) 0145 Ty g (0)TsiH Ty smgs (%0)

2 Ca.
Tty + O(r)](e+ |l]?) D1 = § 5, ; Rig(wo)wsa; + O(r®)lde = § 3. Gt (o)

Jps0) (€ + |z||?)~ "Dz zydr + O(f ™3 (e 4+ r2)~=2dr) = +5-AgScaly(z)wn—1
JS 1t (e4r2) =D dp 4O (e T foﬁ s (1452)~ ("2 ds) = +ﬁ6’n74wn,1AgScalg(xo)
Jo (L4 87)-02ds + O(1) + (se n = 8 —)O(e )
In ultimo stimiamo il denominatore di J(u.)
Jor L te [7% dv(g) = O(1) + [, (€ 1%) " d0(g) = O(1) - woo J3 7 (et
)" G(r)dr = O(1) + w1672 fO% s 14 %) "1 + €2C(z0)s* + O(e25°)]ds =

=O0(1) +wyp_1e 2 [ 5" (1 + s2)[1 4+ €2C(20)s* + O(e25%)]ds = e 2[[" '+
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+e2C(20) [ + o(€?)]
Quindi otteniamo come contributo del denominatore

(o [ ue |72 do(g)) ™% = T [(I71) "% — B22(I0 1) =255 30 ()€ + o(€?)]

n

Mettendo insieme le precedenti stime otteniamo per n > 6

J(ue) = [(n—2)21" + (n — 2)2 1750 (xg) € + Sn?;fl)IngAQScalg(xo)EQ + o(€?)]-

(172 B2 (1) 2R [ )€ o) = (=221 (1) =27 - [52

n n

PPN TR [0 () — S T (1Y) T A g Scaly(0) — (n—2)2 15 C (o) -

(n—1)"n—2

_n=2

(L)~ e 4 o(€?)
Osserviamo adesso che

n—2

(=220 = ([ 1Yo ([ 0T T = K(n,2)
Rn R
ove ¢(z) = (14 |z |2) "=,
Usando inoltre il seguente lemma

Lemma 3.3.16 [],, = %;—Iq)’l[g e Igﬁ = qu—;ql—1[§+l Vp,q con 2p > q+1

otteniamo

LI =

(n+2)(n+4)
(n—4)(n — 6)

(n— 223 (1" = K(n,2)2

Quindi Vn > 6

T(ue) = K(n,2)72[1+ (=250 (w0) + B C(w0) + grprisors DoScaly(w0)) €+
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+o(e?)] = K(n,2)72[1 + %C(%’O)e2 + WA Scaly(xo))e* + o(€?)] =
_ |[Weyly(z0)|? _
= K(n,2)?[1 - WTZ{’%EQ + 0(e?)] < K(n,2)™?
per € piccolo e per z tale che Weyl,(zq) # 0.
Effettivamente, poiche la varieta in considerazione non e localmente conformemente
piatta e | Weyl,(xo) | € un invariante conforme, deve esistere un z, tale che

Weyl,(x) # 0.

Nel caso n = 6 poniamo
C(;:—hmwg, Ine)” /\[ 11 6als>0
ed osserviamo che grazie ad un’integrazione iterata per parti
C(;:—IIH(I)wg, (Ine)” /f sT(14 s*)*ds

Quindi nel caso n =6
J(ue) = [16I{—16C5C (x9)e? In =5 Cs AgScaly(xo)€® In e4-o(e* In )] [(I3) 5 40(2Ine€)] =
= K(6,2)72 + 55C5(I3) 75 | Weyly(xo) 2 €lne+o(e*Ine) < K(n,6)?

per motivi analoghi al caso n > 6.

Caso 2) Supponiamo adesso che la varieta Riemanniana (M, g) sia conformemente
piatta di dimensione n > 3 e non conformemente diffeomorfa a (S™, h).

Modulo un cambio conforme di metrica e una scelta di un d sufficientemente piccolo,
possiamo supporre che g sia piatta su Bs(xg) e sia (21, .., x,) il sistema di coordinate

su Bs(zg) tale che g diventa esattamente euclidea e xy viene mandato in zero.
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Stimiamo il primo termine
Jr | Ve P dv(9) = [iy(00) | Ve [ do(g) = fp0) | V(e + [|2]?)7] 2 do =
= — oy Alle+ 2127 + e]2)*F do + fop [V (e + [l2]2)"5] -
(e + [l =25 dor = (= 2)e i, e+ [2]) ™" = (2 = D) 157 (e +62) =
Poiché

[, o€ 2l = e HI o)
otteniamo che

n—2

/ | Vue | dv(g) =n(n —2)e 7 I" — (n — 2)wn_16~ "2 +0(1)
M

n

Per il secondo termine

s Scalguldv(g) = (e462) ") [11 g (a) Scalgdv(g) = 67272 [, Scalydv(g)+o(1)
poiché Scal, = 0 su Bs(zo).

Per il denominatore invece otteniamo

(s wZ 2 do(g)) 7 = (€312 4 O(1)*F = (1) + O(ch)

Infine

J(ue) = n(n—=2) I~ Y(Ir 1) =% + (I~ ™% 7 622 =

prC 1) Jar Scalydv(g) — (n—
—)wn_10"2] + o(e"T ) < K(n,2)2
poiché per il teorema della massa positiva in forma debole e per la caratteriz-

zazione di ay,(xg) del teorema 3.3.9 possiamo supporre che, modulo la scelta di

un J sufficientemente piccolo e un cambiamento conforme di metriche coincidenti su
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Bé(xo)

- . n—2
4 pa— / Scalydv(g) — (n — 2)w,—16"7° <0

Osserviamo che
n(n — 2L NI = (=220 T = K (n,2)7?

Caso 3) Per varieta Riemanniane non localmente conformementi piatte si puo trovare
uno sviluppo simile ai precedenti e concludere grazie al teorema della massa positiva

usando la caratterizzazione (3.16).

Verifichiamo adesso la validita del lemma che abbiamo usato nel corso della prece-
dente dimostrazione.

Dimostrazione (Lemma 3.3.16) Procediamo mediante integrazione per parti

s9t2 ga+1 s
L = ot i e ds = —gponaagiiay 07+ e 07 mipds = 5
poiché 2p > g + 1.
Inoltre si puo osservare che
q qt+2 __ .
I p+1 T Ip-l—l Wn—l/o st = ]g
Quindi
qg+1 2p—q—1
bn == S =,
2p 2p—q—1
+2 +2 +2 +2
Ly =1 =l = 1I§+1 Ly = 7q+ 1 L
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3.4 Unicita e molteplicita per il problema di Ya-

mabe

Data (M, g) varieta Riemanniana compatta di dimensione n > 3, sappiamo ormai
che esiste sempre § € [g] a curvatura scalare costante.

Una domanda naturale che ci si pone e di sapere se ne esistano piu di una o se invece
g € unica modulo cambiamenti omotetici di metrica.

Il seguente risultato ¢ dovuto ad Aubin (vedi [12] ).

Teorema 3.4.1 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione
n > 3. Se pg, <0, ove u, indica linvariante di Yamabe di (M, g), e se g1,92 € [¢]

sono due metriche a curvatura scalare costante, allora esiste un reale X > 0 tale che

g2 = Ag1.

Dimostrazione Osserviamo prima di tutto che se go = A\g1 = (/\71772)TL;12 g1 allora
da (3.5) abbiamo

Scaly, = S'CCLZQQ()\HT&)Z_E*1 = AScal,,

E’ quindi chiaro che la questione dell’'unicita € ben posta modulo cambiamenti
omotetici di metrica.

Scriviamo adesso gy della forma gy = = g1 ove u € C°(M) & strettamente positi-
va.

Consideriamo prima il caso p1, = 0.
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Possiamo supporre per il teorema 3.2.7 che Scal,, = 0 per poi dimostrare che ogni
altra metrica conforme a g a curvatura scalare costante deve essere omotetica a gs.

Quindi u e soluzione di

n—2
—A - = = d
glu+4(n_1)Scalglu 0 (3.19)
Allora
n—2
/M | Vu |2 dU(gl) = —mscalgl /M U2d/U(gl)

Quindi Scal,, < 0. Affermiamo che Scal,, = 0.
Se cosi non fosse allora S calg, < 0.

Supponiamo che yq sia punto di minimo assoluto per u, quindi
_Aglu(yo) <0

Da (3.19) otteniamo

Scalg, (Yo)u(yo) = 0
Ma Scal,, < 0ewu > 0, allora u(yy) = 0, la qual cosa contraddice la stretta positivita
di u.

Ma se Scal,, = 0, allora u ¢ soluzione di
—Nju=0

N 4
Quindi u =n>0e gy = (7)"2g1 = Ag1.

Nel caso invece 1, < 0 possiamo supporre per il teorema 3.2.8 di prendere g, metrica
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soluzione del problema di Yamabe con Scal,, = 4(:—:21),119 < 0.

Come prima, faremo vedere che se g; € un’altra metrica conforme a g a curvatura
scalare costante allora deve essere necessariamente omotetica a gs.
In questo caso avremo

n+2

—Dgu+ Scalg,u = pyun—2 (3.20)

n—2
4(n—1)
Se per assurdo Scaly, > 0, allora

n—2

0< /M | Vu |? dv(gy) + =D

Scalg, MUZdU(gl) = lig /M u%dv(gl) <0

Quindi Scaly, < 0 e modulo un cambio omotetico di metrica, possiamo supporre

4(n —1)

Scalgl = n — 2 /,Lg

Quindi v e soluzione di

n+2

—Ng U+ plgu = pgun=2

Siano x( e yo rispettivamente punto di massimo e minimo assoluto per u, allora
—Agu(zg) > 0 e —Agu(y) < 0 e dall’equazione soddisfatta da u si deduce che
u(zo) <1eu(y) > 1

Quindi v e la funzione identicamente uguale ad uno e la dimostrazione del teorema

e cosi completa.

Citiamo il seguente risultato di unicita dovuto a Bidaut-Veron e Veron per la cui
dimostrazione rinviamo a [32].
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Teorema 3.4.2 Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta di dimensione
n>3. Dati A >0 e q > 2 due numert reali, supponiamo che

(i) Ric, > ”T’l(q — 2)\g in quanto forme quadratiche

(ii) ¢ < 2

con una delle due precedenti disuguaglianze stretta nel caso in cui (M,g) € con-
formemente diffeomorfa alla sfera standard (S™,h).

La sola soluzione strettamente positiva u € C*°(M) dell’equazione
—Agu+ =yt

\ . L

¢ allora la funzione costante u = Aa-2.

In particolare nel caso in cui scegliamo

2n n—2 n(n —2)
M == n = — — —
(M,g) = (S"h) q= =5 0 <A< gr—ySealy ’

per il quale

Ricy, = (n — 1)h = =1

_4
n n—2

r2s[n(n — 1)]h = 22 (g — 2) g%y Scalyh >

'S
=

> 2=1(q — 2)\h

otteniamo dal teorema precedente che I'unica soluzione di
nt2
—Apu+ Au = un—2

con 0 < A< @ & la funzione costante u = \"7-.

n(n—2)

Il risultato non ¢ pill vero nel caso A = ==, per il quale Aubin in [12] e Hebey in
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[37] dimostrano che le funzioni

e R Ry

ove r = d(x, o), descrivono al variare di (3, z0) in (1,4+00) x S™ tutte le soluzioni

di

3.5 Questioni legate al teorema di Bidaut-Veron

e Veron

Nel precedente paragrafo abbiamo riportato un risultato dovuto a Bidaut-Veron e

Veron che afferma sussistere unicita per le soluzioni positive del problema

—Apu A+ Au=uns (3.21)

ove A e una costante reale tale che 0 < \ < ”("T_Q) e (S™, h) ¢ la sfera n-dimensionale

dotata della metrica standard.

. n—2 . . . . .
La funzione costante u = A7 e quindi I'unica soluzione del problema sopra citato.

Consideriamo adesso una generalizzazione dell’equazione (3.21) al caso in cui A non

n(n—2) .

sia una funzione costante ma vicina in norma L* alla costante 1

Sia quindi

_ 022 oo e CY(S)
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Ae— n(n

_2)—6
ove f € CY(S") e lim, o || 2————|, =0,

Per n > 4 consideriamo il problema

n+42

—Apu 4 A(T)u = un—2 (3.22)
u € Hf (™) u>0
I risultati che possiamo ottenere con tecniche perturbative sono i seguenti.

Teorema 3.5.1 Sia A\, = %%—ef—i—o(e) € C1(S™) con o(€) nella norma uniforme
di C(S™) e f € CYS™) una funzione verificante

1) f= ifsnfdv(h) >0 einfgn f <0

0

2) f = ifsnfdv(h) <0 esupg. f >0

allora il problema (3.22) ammette una soluzione regolare per € sufficientemente

piccolo.

Teorema 3.5.2 Sia A\, = #%—ef—i—o(e) € C1(S™) con o(€) nella norma uniforme

di C(S™) e f € CY(S™) una funzione non identicamente nulla tale che
- 1
F=— [ favh) =0
Wy, J$n

allora il problema (3.22) ammette almeno due soluzioni regolari distinte per € suffi-

cientemente piccolo.

Il metodo al quale faremo riferimento ¢ descritto in modo dettagliato in [15] e [16].

Riporteremo il contenuto rinviando per la dimostrazione ai sopra citati articoli.
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Consideriamo una famiglia di funzionali { f.} definiti su uno spazio di Hilbert E della

forma

fulw) = Gl F(w) + Gle,u) = folw) + Gle,w)

ove F:EFE—ReG:RxFE— R.

Indichiamo con || - || e (- | -) rispettivamente la norma e il prodotto scalare in E.
Assumiamo che

(Fy) F e C?

(F}) esiste una varieta Z C? e d-dimensionale con d > 1 di punti critici di fy ad un
livello energetico fissato b che prende il nome di varieta critica

(Fy) F"(z) : E — E & compatto Vz € Z

(Fy) T.Z = Ker[lp — F"(2)] V2 € Z

(Go) G & continuo in (e,u) € Rx E e G(0,u) =0VYu e E

(G1) G ¢ di classe C? rispetto ad u € E

(G3) le mappe (¢,u) — G '(¢,u) e (¢,u) — G "(e,u) sono continue come mappe da
R x E rispettivamente in E e L(E, F)

(G3) esistono a > 0 e una funzione continua I' : Z — R tali che

['(z) = lim Gle,2)

e—0 €«

G'(e,2) = o(e?)
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uniformemente sui limitati di Z, ove indichiamo con F'(u) e G'(e,u) gli operatori

definiti ponendo rispettivamente
(F'(u) | v) = DF(u)[v] YveFE

(G'(e,u) | v) = D,G(e,u)[v] YveE

e similmente con F”(u) e G"(e,u) le mappe a valori in L(E, F) definite ponendo
rispettivamente

(F"(u)v | w) = D*F(u)[v,w] Vv,w € E
(G"(e,u)v | w) = D2,G(e,w)[v,w] Yv,w e E

Sotto le precedenti ipotesi si puo usare il teorema della funzione implicita per

mostrare I'esistenza per e piccolo di w = w(e, 2) € (T, Z)* tale che

fllz4+w)eT.Z

lw(e, 2)Il = o(€?)

uniformemente sui limitati di Z.

Ponendo Z, = {z + w(e, 2)} si ottiene una varieta C? e d-dimensionale localmente
diffeomorfa a Z tale che ogni punto critico di f. vincolato lungo Z, sia anche per €
piccolo un punto stazionario di f,.

A partire dallo sviluppo di Z di f. lungo Z,

Je(u) = fe(z +wle, 2)) = fo(2) + (fo(2) | wle, 2)) + O(lw(e, 2)[I*) + Gle, 2)+
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+(G'(6,2) |w(e, 2)) + O(||w(e, 2)||*) = b+ €°T'(2) + o(e?)

uniformemente sui limitati di Z, si ottiene

Teorema 3.5.3 Supponiamo che valgano (Fy — F3) e (Go — G3) e che esistano

z* € Z e A intorno aperto di z* in Z tali che

118111411 ['(z) > T'(z")

oppure

r%%xf(z) < I'(z")
allora f. ha un punto critico u. € Z. per € sufficientemente piccolo.

Abbiamo bisogno di due lemmi per poter dimostrare i teoremi 3.5.1 e 3.5.2.
Ricordiamo la definizione di u,, g fornita alla fine del paragrafo precedente.

Poniamo V@ > 1 e Vxg € S”
Uay = (—) T (5 - 1) (8 — cosr) 7
ove r = d(x, xg).

Lemma 3.5.4 Sia f € C*(S™) e T'(x,8) = 5 [gn f(y)u2 4(y)dv(y) V3> 1 e

-2
Ve € S™. Allora U'(x, 3) ammette per (3 vicino ad uno uniformemente in x € S™ il

sequente sviluppo

[z, B) = clciwn_ﬂ”_l%f(x) +o(f—1) per n>5
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[(z, 8) = 8eacdons —~ | (B — 1) | f(z) +o((B— D(I(F—1))) per n=4

B+1
ove ¢, = ["("4 D555 ¢ = [ (Hidz e
at1
o = —limg 1+ [y - (1:;)2 (1+%22)2 (In(3 — 1))~! con L numero reale positivo

opportunamente piccolo.

Dimostrazione Possiamo supporre di scegliere § sufficientemente piccolo, uni-
formemente in z € S™ per compattezza di S™, in modo tale che su Bs(x) sia definita
un sistema di coordinate geodesiche normali in x {z1, .., 2, }.

Abbiamo quindi Yy € Bs(z) per il teorema di Lagrange

Fy) = (f o exps)(exp; () = flexp; ' (y)) = F(0) + V. f(£) - exp,* ()

ove [|€]] < |lexpy ! (y)]|-

Ma, uniformemente per x € S

| Vo f(©) - exny (y) =] Vf(eapa(€)) - exp () 1< | f lerismlleap; (v)]| = O(r)

poiché in un sistema di coordinate geodesiche normali in x

||6xp;1(y)|| =d(y,z)=r

Quindi Yy € Bs(z) ed uniformemente per z € S™

f(y) = F(0) +O(r) = f(x) + O(sinr)
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per ¢ piccolo.

Abbiamo

1 2 2
D 8) =5 [ F@ado)+ =5 [l s(w)doly)+

+O(/]35(x) sin ruiﬁdv(h))
Consideriamo i vari termini. Per il primo abbiamo
Jsm sty F @2 5(y)dv(y) = O((B — 1))
Per il secondo invece
fBg(a:) uiﬁ(y)dv(y) =cn(f — 1)%2 fB5(w) (8 — cos r)*(”*Q)dv(h) = o (- 1)%(%—1'

. n— —(n— n—2 n n—1
Jo (sinr)* (B — cos )" Pdr = (67 = 1) wan12" fy i iarer e mhey =

_ 2(12 n=2 —1\2 —(n—2 p-1 n-l d _ 2 -1
=, (B*=1)7 Wn712n(g+1)2(5_1) (n )fo (1+Zz2)"—2 (1+g_jiz2)2 - an”*12ng+1'
B+1
f g1k 21 dz
0 (1422)n—2 (1+%Z2)2

ove abbiamo effettuato il passaggio in coordinate riemanniane polari, poi abbiamo
usato il cambio di variabile y = tan(§) e z = ‘/%y.
Abbiamo posto L = tan(2).

Ma se n > 5 per equidominatezza

/ gL P dz
— 31+ C
0 (1_,_22)71—2(14_%2,2)2 B—1+ C1

Quindi per n > 5

—1
2 d _ 2 - 2nﬁ—+ _1
[, s@)doly) = e, 5 03— 1)
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Invece se n =4

. (el = 16escten S [1n(3 = 1) | +o((5 1) [ (5= 1) ]

B+

ove ¢’¢ da osservare unicamente che

%L 23 dz .
Co = — lim In — 1))
2 B—1t+ Jo (1 + 22)2 (1 4 21122)2( (ﬁ ))

esiste finito e positivo.

Infine per il terzo termine abbiamo, procedendo come sopra

n—2

oy S0 7182 g0 () = O((8 = 1) Ji/(sin )" (8 = cos )~ "2)dr) = O((6 — 1)
L 5 gHL
'fo [(ﬁ*l)+(%+1)y2]"—2 dg) = O((ﬁ - 1)5 fo Wdz)

Abbiamo quindi per n > 5

/135(:,;) sinruiﬂdv(h) =O0((p— 1)% | In(8—1)|) = o(3 - 1)

mentre per n =4

[, sinr do() = O((3 = 138 = 1)) = o((8 = 1) [ (5 = 1) |
5(x
Mettendo insieme le precedenti stime otteniamo la tesi.

Lemma 3.5.5 Dati xg € S™ e By > 1, ['equazione

n(n — 2) n+2 4
—Apu+ 1 Y= 2ux0720u (3.23)

ammette uno spazio vettoriale S di soluzioni (n+1)-dimensionale della forma

3u$ 8u$ﬁ

76
S = {Z OéiW ‘xo,ﬁo +Oén+1w ’IO,BO: o; € R}
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Dimostrazione Introduciamo la carta di proiezione steorografica (S™\{N},7n)
ove N =(0,..,0,1) e
v S"\{N} — R"

T Tn

)

(xb "7-Tn+1) - 71—N(x) - (1 — xn-l—l’“’ 1- Lnt1

Ricordando che h = i,0 ove i : S® — R""! & I'applicazione di inclusione e § la

metrica euclidea standard di R™*!, si puo ottenere con conti semplici ma laboriosi

che in (S"\{N},7n)

4
h=———_35§
(1+ 7 [?)?
2

ove 1 = () e d;; sono i simboli di Kronecker.

Osserviamo che, se u € C*°(S™) e indichiamo con @ = u o my'

- r|2)? 24 i
_Ahu‘i_%u ‘T:WN(:B): - Zi,j (1+|4| ) 6ij[8?i6rj+(l+2\r|2) Ek(rigjk“‘rjéik_rkéij)g_w]“‘

+n(n4f2)a _ (1+\r| AN 1+2\r|2 Zz,k(2r252k )g;t + n(n472)a 1+|r A +(

Sappiamo che uy, 5, ¢ soluzione regolare di

n(n —2) nt2
_Ahuﬂﬂoﬂo + 4 Ugzo,80 = ua:o,éo

quindi in coordinate stereografiche rispetto al polo nord

n42 2

g : ! 2 1 nt2
uIOvéO = e +|T Auwo Bo T (n —2)=5+= +|r T Vg, g, + n(n4 )Uxoﬂo = —( +g| )z -

2 n— ~ 2\_n 7 — -2
'[(1+IT| )_TQAUxO,,SO - (n - 2)(1+2|T| ) 2r - Vug;o,ﬂo - %(#) En uﬂ:o,ﬂo] =
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2 nt2 2 n—2 _
= — (B AT gy ]

n+42

1—|—|7’|27n_—2~ 1—|—|7’|27n_—2~ n+2
T) 2 uxoﬁo] = [(T) 2 qu,ﬁo]n_Q

—A[(
Poiché le soluzioni positive della precedente equazione sono conosciute esplicita-

mente, possiamo affermare che esistono allora z € R™ e i > 0 tali che

I+ | r > _n=2
T) 2 Ugy,p (1) = Uz (r)

(

ove U, , ¢ la talentiana centrata in z con concentrazione p.
Supponiamo adesso che u sia soluzione di (3.23).
Allora usando una procedura analoga a quella sopra descritta, si ottiene che in
coordinate stereografiche rispetto al polo nord
n—2

rl2\_n=2 _ n rl2\_n=2 _ 4 rl2\_n=2 _
—A[(FR) T ) = B[R T g 00 T () ] =

w25 1 jr|2\_n=2 -
= 22072 (( T' )" 4

Quindi, ricordando il risultato concernente le soluzioni della precedente equazione

su R™, vedi [23] e [14], otteniamo che

1—|—|T‘|2 n—2 _ 8Uw 8Uw 8Uw ~
—_—) 2 e< — |50 s ~ |54, = | i>= 8
( 2 ) u azl BN azn ENY alJz ENY
Chiaramente
3u$5 8u$g au;r,ﬁ’
: X bR ’ X ) . xT C S
{ or, ’ 0,60 axn ’ 0,60 86 ’ oﬂo} =

da cui discende dimS> n + 1.

14|r|?

n—2 _ . . . . Y
5—)" 2z @ ¢ un applicazione lineare da S in S,

D’altra parte Iapplicazione u — (
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quindi dimS<dimS = n + 1.

Si ottiene cosi che S & uno spazio vettoriale (n+1)-dimensionale consistente di tutte
e sole le combinazioni lineari delle derivate in x e 8 di u, s calcolate in zy e .
Siamo ora pronti per la dimostrazione dei teoremi 3.5.1 e 3.5.2.

Dimostrazione (Teorema 3.5.1) Usiamo il teorema 3.5.3 nel seguente caso.

Consideriamo F = H?(S™) dotato della norma
-2
JulP = [ 19l o) + "2

equivalente alla norma usuale di HZ(S™) e indotta dal prodotto scalare

(ul]wv) = /Sn(Vu | Vu)pdu(h) + w /n uvdv(h)

e F(u) = -1 [sn utdo(h) ove uy = max{u, 0}, G(e,u) = § fqu fuldv(h)+
+3 fon(Ae = 222 — e fudo(h).

Le proprieta (Fy — F3) e (Go — G3) sono verificate. Infatti

(Fp) ovvia

(Fy) Z ={uzp:x €S 3>1} ¢ una C? varieta critica (n+1)-dimensionale di

folu) = %/S |V |2 do(h) + %/nu%(h) _ ]ﬁ [ wrau(n)

al livello

1 1
b= folusg) = - /n ui}ldv(h) = —cn twy,
(vedi [37])

(Fy) se v, — v otteniamo
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sup|y =1 | (F"(ta6) (00 = v) | W) |= p | Jn w5 (v = v)wdv(h) |=
= O([[on = v]|z2) = 0

per regolarita di u, g e teoremi di inclusione compatta, allora
F'(ugg)vn — F"(ug,p)v

e quindi F”(z) e compatto Vz € Z

(F3) discende immediatamente dal lemma 3.5.5 poiché u € Ker[Ip— F"(z)] se e solo
se Vw € HZ(S™) (u— F"(2)u | w) = 0 se e solo se u & soluzione di (3.23) se e solo se
weS=1,7

(Go — G2) ovvie

(G3) scegliamo o = 1 e troviamo

Osserviamo che per equidominatezza

1
lim T(z,5) = ~c
5 1+ (x,5) 20nf

Per concludere, se f > 0 e infgn f < 0, abbiamo che per il lemma 3.5.4 [(x,0) e
negativa per 3 vicini ad uno non appena scegliamo un punto x in cui f e negativa
e I'(x, §) tende ad essere positiva per 3 grandi.

E’ possibile quindi trovare (z*, 5*) punto di minimo assoluto negativo di I'(z, 3) su

S™x (1,400) e A = S™ x (01, 32) intorno aperto di (x*, 5*) tali che

inf = inf T > T(x%, 3
inf ['(z, 9) st (z,8) > (2", B%)
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per (31 piccolo e (35 grande.
Per il teorema 3.5.3 esiste allora una soluzione del problema (3.22).

Troviamo infatti una soluzione forte u, € Z, di
—Ap(ue) + A(r)ue = (ud) 7

Se pero per assurdo u, non fosse positiva, potremmo trovare y, punto di minimo

assoluto di u. su S™ con u.(yg) < 0 e Apuc(yo) > 0. Quindi

A(yo)ue(yo) = (1)1 (o) + Apue(yo) > 0

allora per € piccolo u(yg) > 0 che contraddice l'ipotesi iniziale.

La funzione u, deve essere positiva e per il lemma 3.2.3 sara identicamente nulla
oppure strettamente positiva.

Pero u. non puo essere identicamente nulla per e piccolo poiché il suo livello ener-
getico e vicino al livello b > 0.

Il caso f < 0 e supgn f > 0 si tratta in modo del tutto analogo, trovando invece
che un punto di minimo assoluto negativo di I'(z, 3) un punto di massimo assoluto

positivo.

La dimostrazione del teorema 3.5.2 € uguale alla dimostrazione del teorema prece-

dente.
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Osserviamo soltanto che se f = 0 e f non ¢ identicamente nulla, allora
inf f <0 <supf
Sn Sn

da cui discende che la funzione I'(x, 5) ha un punto sia di massimo assoluto positivo
sia di minimo assoluto negativo.

Troviamo quindi per il teorema 3.5.3 due soluzioni strettamente positive di (3.22) e
distinte.

Bastera scegliere un insieme A per il quale f. ammetta su
Ae = {uep + Veap : (2, 0) € A}

sia un punto di massimo che di minimo, i quali dovranno quindi necessariamente

fornire due soluzioni distinte di (3.22).
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Appendice

Raccogliamo in questo paragrafo tutte le formule che abbiamo usato per il problema
di Dirichlet con dato al bordo strettamente positivo e crescita critica di Sobolev.

Ricordiamo che

1 Az
Ux)\ = [nn — p-1 n—2
) =l =207 e

¢ soluzione su R" di
—Au = uP
Si puo ottenere facilmente che:

ZEA) = [ — 2] FT(n - N BT

= O0(\Uaa(y))  (3:24)

Ox; (14+X|y—2|?)2

oU, an—2 aa 1=XN|y—x]? Upr(v)
2 — —2 p—1 )\2 n:O ’
G200 = o — 2P A S I ol

Facendo riferimento a [14] abbiamo la seguente proposizione.

Proposizione 3.5.6 Sia (z,)) € B,(x¢) X Ry e ¢y = Uy — PU, », allora ¢, é

una funzione armonica tale che
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0 S %;,\ S Ua:,)\

Yor(y) = [nfn — ] HA(L” s

2

ove Yy x € fox verificano

o 1 afx,)\ - 1 afx,)\ 1
for = O00zg) oz, ~ 05 o - 00 (3.25)
o 1 a¢$,k o 1 aqu)zr,)\ - L

ove xg € Q2 er > 0 tale che Bs,.(xg) C (.

A partire da questa proposizione e possibile dimostrare le seguenti relazioni. Ponia-

mo R = diam(f2).

T 1
Ur, <0 —) = O(—= 1+ 3.26
/Q g (/13R(90) (I+X|y—x |2)%) ()\T ‘/B/\R(O)( ( )
+12 ) ) = 0()
A" 400 pnfl
Ut <o =0 )= (327
/R"\Q #A = (/R"\BT(:B) (I+X|y—x |2)”) (/m (1+ p2)”) (3:27)
= O0(37)
_ A2 1 AR pn—l
Pl < = )= (32
Lot <o, arweT, e 0RO, g s 6
= O0(5)
n-1 N7 1 AR
U <0 )= O0(—=)0 n-l, 3.29
LU <o, s pEr) ~ 0G0, v (3.29)



A 14+ p2)n(nn+22) A2
= o(})
1 too  pnl 1
UP, < O(——)O P  V=0(—s 3.32
o U S OG0 ) = O (3.82)
OPU,» . 1 1 N |
| o 1= 0 + 00 ) =06a)  (339)
3PU$>\ 1 1 AR |1 —p? | pt 1
= O(<=x) + O(—=)O ————a—) =0(<=
/‘ ()\5)+ ()\"T) (/0 (14 p?)2 ) ()\5)
=2ty en, ] AR et 2 2w
(U™ O = 00FIO(RNO = Eoml = 00 (334)
O =0T
=B+l g . 1 AR pn—l 2 .
(LU )5 = o mo)lol ToaElt =0 (a35)

/ | VPU, , |>= /U“PUM—/ Ut 4 :/Rn Uz +0(555) (337
1 1

/Q PUTY! = /Q U+ O0(55) = /R U+ 0(5) (3.38)
1

Jola+WPUZy = [ [ @)+ Oy = DUZy + Olzzr) = (unt (3:39)
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FR)(@) S U2y + O(y) = ) + O( )

9% 0 2
8PUM 8PU“ / 18U$)\3PU$)\ 1
AT w0 ’ :0/ Uyl 3.40
= ox; 0z; A Oy ox; ( N\Br(z) o (3.40)
| %2 1] %22 1) + Ol5s) = Ol Vi #
8PU5M 9 / _18UIA8PUI)\ aUx)\
—= || = Ur : == O O\ (3.41
Jrma Ufc’j\l) = cost.\? + O(A,},g)
L OPUy (9PU“ 1(9U“8PU“ LU,
U - / Ut (340
Ox; / A Ox; N\Br(z) ©N Oy (342)
6 x,
5> + Olxir) = O(5)
OPU, 5 L OU, , OPU, OU, »
A2 =p [ Ur S A / U 0 O(—- (3.43
|52 = p [ UB3 A S U0+ 0y (3.43)
fRn\Q P+1) — cost _i_O()\L)
oPU, » D 0H 1
PU, . A 44
< PU, \ o, > BT —(z, x)—l—O()\n) (3.44)
aPUL)\ n—2 D 1
< PU, », o >= 5 )\nle(x,a:)JrO()\nH)
Dimostrazione Per la prima abbiamo
< PUgpy, =522 6PU“ >= Jq fcjxagf Jo 53})‘? Jo\B, () U:f,ABgTIf—fBT(x) Uy \ln(n—

—2)]F Ty 2 (g x)+0(‘y bozaf

)\RTQ Oz;

L) + O(5k) = — 5258, ) + O( )

per argomenti di disparita e per

.. 2 .92
205 S, UraWi — ) (05 — 25) g (557 (7, 2)) = 52 [ 55 (2, 2)](5 Jp, ) Ur
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Jy-—z )=
poiché AH(z,-) =0

Per la seconda invece

6PUI U, Yy, =T
< PUpp, =52 >= Jo U552 — Ja ULy Z‘;ﬁ = O(5ar1) + S, () U al[n(n — 2)] 77T

”T—Q H(x, x)—I—O( )]—i—O(AnH)—”T_QA,QlH(x,x)—l—O(#)

>
[ b

per argomenti di disparita, per

.. 2 .92
>0, 5 ooy Una(Yi — i) (Y5 — xj)%(% r)=[2 1%7?(95, )| S, ) Un
Jy—a =0

poiché AH (z,-) =0 e per

U, au,
ﬁfR" Ug = cost. = A, Jo pA mk fR" QUa];A a)\A = O(ﬁ)
0? PU, »
O(\?
Il = 00)
Dimostrazione
92PU, 2 U, 8Uz 1) 82U, 22PU,
fQ ‘ Vv 6xi8x;>\ |2 UQ( axA || 2 ‘ +Up ‘ 6Ii85;;\' |) | axiaxj H -

8%PU,
= O foUES! + A?@ JaUZy) = 0<A4> = |Gl = 0V

s 62Ua:,/\ _ 2 821[’17,/\ _ 1
ove abbiamo usato 7= = O(A°Usa) e 752 = O )

La prima e ovvia mentre per la seconda osserviamo che

32%,A .
A(ﬁxiaxj)_o in Q
0*U, » 1
2 _0
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allora, per il pricipio del massimo

82¢$,A 1

Con dimostrazione analoga si ottiene

92PU,
HWH =0(1) (3.46)
0*PU, 1
Hw\’ = O(p) (3.47)
OPU,, 2D OH
y4 N
| PUE, S = g g ) + O ) (3.48)

Dimostrazione

oPU, oPU,. 1 8PUI 9 8PUI
Jo PU; B2 2> = [oUr Er 2 —p foUPy A%A+O(f9 )\¢a:)\‘ A|):

= o UE 222 —p [ 0 UPS 1‘9PU%“+OUQ UP 2, | 252 ) + O(5k)

Ma abbiamo:

- JoUP T2 = =52 (2, 2) + O(3)
per (3.44)
- =P Jpo o) USt o = = 0y Ul I = )77~y 325 52 (2, ) (35—
;) + Ok + )] 4+ O(5) = —pln(n —2))77 52 (w,2) s e ULy T (yim
—:) +O5ir) + O ™ ) = —5 5 (,0) + Ol
poiché

pln(n—2)]77 [ UP3 522 (g — 33) = —[n(n = 2)]77 fpu 22 (U2 ) (yi — 2:) = [n(n—
—2)]ﬁ fRn Uf,x = A%

SO(JUE2 | 222 ) = O3 + &) = O(5)




Otteniamo quindi

@PUI 2D OH
[Pz e = 2O ) o)
OPU,» ,n—2 H(z,x) 1
PU? Z = D )y — — A4
| PURESER = (D 4 pP) S 1 0(1) (3.49)
Dimostrazione
Jo PUP, 2022 = [ UP 2002 — p [ UPS 22, 4+ O(f UDZPY2 | 2522 |) =

= o Up = =PI U£A1 2P n + O(Jo U, ,\2%;,\‘ x> 1)+ Oer)

Ma abbiamo che:

aPU, _
- JoUpa=5 = " s Hx, ) + O(5557)

per (3.44)

OPU,, au, 1 ’ 3
_prr 5}\1 A¢$>\ prT 5}\1 8)\,,\ [[n(n_z)]p_l Iig;) +O(‘yn,$2‘ + nl . )]+

A2 AT 2

O (5itr) = plin(n — 2)]77 228 [ U3 9552 + O(5) = —pF5EE + O)

- O UBSe23 | 2552 |) = O(54)

Otteniamo quindi

OPU,, n—2 H(x, x 1
R L LU

OPU,
/Q | aPUux + Vewna + €+t [P (@PUpx + Vegra + b+ uc)(a — Ay (3.50)
+av3,;,;,a) — _2ap+lkﬂzg—£(w,x)+e a? 7{32 gai( )+O0 (5= 7t S + iz -

[n(n72)]l’ T A2

+ePH A + AP |1 —aP | +e |1 —aP™ 1|+\1 al— 1\)
2
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Dimostrazione Partiamo dallo sviluppo

Jo | @PU x4 Vezra+eh+uc [P (PUpy+ Vepra + €h+ue)(a agU’” A 4 avg’;?'“) =

= aPtt [, PUanIJ&Zf’A +pa® [o PUY 161;% 2 (Ve g ratehtue)+O0[ [ PUp | 6PU”” | -

(Vezra+eh+u)?+(sep>2—) g 8PUZ =

|| Ve na + €h + e |P] 4 o [ PUY

‘Bvea,;,;,a +O0(Jo PULL | veapa + b+ uc || Bvema |+ Jo | Veara +€h +uc P

. ‘ aUe,z,A,a |)
ox;

ove abbiamo usato per p < 2
|z +y [P =2t = O((a+ [y )" |y |)

unif. per x > 0 e per y € R.

Ma abbiamo che:

- Jo PUP 2 = — 2D 8 (5 g) + O(5L1) per (3.48)

—1(9PUz laUa; e,T,\,a €,x,)\,
- Jo PUL 52 vemna = Jo UL e vewna + O(Fg2el) = O(Meped)

per (z +y)P~t — 2P~ = O((z + y)P~2y) unif . per x,y >0, | 82];* |< AU, \,(3.25) e
(3.30)

1 8PUI 10U, 10U, 1
- Jo PULY =522 h = Jo Upy A’H‘O(%) J5) Ui axA’H‘O(Lg) JBo@) Un -

Bg’;w (2) + 3 2 () (y, —xj)+0(\y—xlz)HO(fg)—OJr(fB () U 22 (i~

n+6 3
_352)> ( )+O(fBT(;c) w)'}_o(%) sz( )fB,« 6yz( (Wi —xi)+
(1422 |y—=|?) 2
+0(55) = =3 50 (@)op, o) Ura(yi — zi)nido — [,y Up ] + O(5) = —5 50 (2)d-
“JoB. (x) Uz ado + ;1;862 (@) [rn Ugp + O(Lg) = p[(n(n;)]ﬁ R ggi () + O(/\Lg)

ove abbiamo usato (z + y)P~! — 2?~! = O((x + y)?"?y) unif. per z,y >0 e
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| angT |< AU, argomenti di disparitd per le funzioni integrande e le formule

(3.25),(3.28) e (3.32)

T

8PUZ ou, c e
- p Jo PUE! Pl UL T Ue + O(A_%) = 8%1-([9 VPU\Vue) + O()\_%) -

s 61;(;“(eh+ue)p+0(/\%) =0z +57)

grazie a (3.25),(3.28),(3.33) ed al fatto che —Au, = (eh + u,)?

OPU, .

-O[fq P ] 6PU”” 2 | (Vewra e+ u)?+ (se p>2) [q | || Vewrat

teh+ue [P) S O(JgUPS2 | 2522 | (vemna + €h + 1)) + O(fq UP3 s | 2o |-

'(Ue,x,A,a+€h+ue)2)+(Sep> 2)O<>\ ) < O( +)\”Uex)\aH )

ove abbiamo usato (z + y)P~2 — P72 = O((x + y)?~3y) unif. per z,y > 0,

| 222 < AU, 0,(3.25),(3.28),(3.33),(3.34) e (3.35)

BEZ (&3 BEZ Pxe; 66111 (] 66111 (2]
- Jo PULLTGRe = o Up =52 + Ozl =522 1) = Oz =52= 1)

poiché

3656 a OPU,,
/U )\erka—o = / Ve h :_p/ Ugf)\l B )\Uea:Aa—O VU€E$>\
Q x;

e grazie a (3.25) e (3.30)

_O(fQPUp)\ ‘Uean+6h+ue H M ’ +’/Uex)\a+€h+ue ’p’ Bveafgxa D <

9 o 9
=sere || 4 e[| =5z || 4+ ez ol P52 1)

< O(5l|=2

6%1

usando (3.30)

Quindi otteniamo la tesi grazie alle stime (2.11) e (2.12).

OPU, »
O\

/Q | @PU, x4 Vewna + b+ uc P71 (PU\ + Vegra + €h +uc)(a + (3.51)
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ave,z, ,Q 1[n—2 ( ) n—2 D h($)
+2Re) = PR D pFI SR —2gtear Bt

4ok 1 g 1= 0t [ 44 |1 —ar )

+0(=+ =2 o+t

[SE

er

Y
Dimostrazione Partiamo dallo sviluppo

- 8PU:L‘ 8'”6 x o
fQ ‘ aPUp s+ Veara T eh +u. ‘p ! (aPUa:,A + Vezra T eh + ue)(Oé i) 2+ 8>\)\ ) -

=t [, PUP,\P0er 4 par fo PUPS 22002 (0, 5 abehtu) 40| o PUEL? | 250 |

8PUZ

(Vezra+eh+u)?+ (sep>2—) [q| 2 || Veana + €+ ue P + o [ PUL

Deade 1 O(fo PUPY | vewna + eh 41 || 225822 | 4 o | vegra +eh+u, [P

661 (e
| e )

Abbiamo che:

- Jo PUD, 202 = (252D + pF) 522 + O(k) per (3.49)

—1(9PUI 16Uaj €,T,A, _ €, T,A, &
—fQPUg)\ 6)\>\ €$>\Ot fQ p /\UGCBAO(—FO(”U)\!"?)\Q”)_O(”U)\"‘EQ ”)

per (z +y)P~ ' — 2?71 = O((z + y)?2y) unif . per z,y >0, | 82];* |< AU, \,(3.25) e

(3.30)

B fQ p 18PUZ,\h _ fQ p laUzAh_i_O( ) — fBT($) P 18Uz,\h+0(

S Uba 252 (1) + 2 2 (2) (9= ) +O(| y—2 N+0(zz) = h(#) J,0) Up}l

T2 A0+ 0[5 A [y —w P 1=N |y -z PP+ XN |y —a [)7F) =

1 9 (_D 1 _ 1 n—2 rh(z) 1

= ———1 (1) 57 (== O(=wm) =———""—T%5D=% +O(—=
I (x>a>\(/\ = ) + (/\ 22) I F T (}\ 22)
ove abbiamo usato (z + y)P~! — 2Pt = O((x + y)P~2y) unif. per z,y >0 e

| 82]713 |< AU, argomenti di disparita per le funzioni integrande e le formule

(3.25),(3.28) e (3.32)
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P Jo PUL 552 ue = p Jo UL 2552 uet O i) = gy (Jo VPUzaVud) +0( ) =

= Jo 222 (eh + u )P + Of

A>:m@+@@

grazie a (3.25),(3.28),(3.33) ed al fatto che —Au, = (eh + u,)?

>
)

Con passaggi del tutto simili a quelli della dimostrazione di (3.50) si ottiene

dPU, »
d

oPU,
- Olfo PURY | #5522 | (Vo + eh +u)? + (se p > 2) fy | | Vet

+eh +u, |P] = O(f\—z + %HUG,I,A,aHQ)

61}61)\(1

|+f9 ‘ U6$)\a+€h—|—u€ ‘P‘ M |) <

‘O(fQ )\ ‘U€$>\a+€h+u€H

861‘ « 861‘ [e] 8(1} e 861‘ [e]
< OGI=52= 4 lveanall=52= 1 + 1=522 1l + vearal "I =551

BEIDZ BEIDZ 661(1 661(1
- Jo PURLTS22 = o UD =5 + Ol =522 1) = O =52 )

poiché

ave,x,)\,oz — aPUx,)\
/ )\UGLB Ao — =0 = / T = _p/ﬂ Ui),)\l O\ Ve,z Ao = 0 Ve E$,>\

e grazie a (3.25) e (3.30)

Otteniamo dalle precedenti la tesi con 'aiuto delle stime (2.11) e (2.12).
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