AM210 2014-15: Tracce delle lezioni- VII Settimana
ESEMPI DI DERIVAZIONE DI FUNZIONI COMPOSTE
1. Dalla regola della catena: «: (a,b) = R", f:R"™ — R diclasse C' =

00 = X 5h00) G0 =< 60),50) >
Rivediamo la dimostrazione in questo caso: dalla differenziabilita di v, f segue che
Ar) =+ 7) =2 =730 +orlr) = T oy 400
FO(7) = FO) S +h) ~ F6W) _ < VI, A > + o (IA])
- g f(v(HT)T) —fO®) _ Y F(4(t),4 (1) >
perché 22D _ ol i, g

NOTA Sia f € CY(R?) e siay € C1((0,1),R?).
fO() =1Vt e (0,1) = <Vf(y().,7(t)>=0 Vvie(01)
Tale proprietd si descrive dicendo che se vy é contenuta su di una superfice di llivello
di f allora in ogni & = ~y(¢) si ha che: 4 é ortogonale a V f(x).
2. Seg=(g1(x1,...,2n), , gp(x1,...,2,)) é in C(Q), Q aperto di R", ed ¢;
¢ base canonica in R", allora

vt — g(x+te;) é cammino differenziabile ¢ 47(0) = 2% (), l=1,...,p

T Oz
Ricordiamo: % = (%, ey g%’;). Da 1.),se f = f(y1,...,y,) € C*(RP,R), segue:
Ofog) _ 4d Vo — 99 ~ OF oy 29
Tt ala+ te)mo = < T (0(a)). 54) > > S o) 4o

3. Deriviamo da 1. e 2. la regola della catena: se g € C'(2,RP),Q aperto in
R", g(Q) C O,0 apertoin R ed f € C'(O,R™), allora foge C'(Q,R™) e

Trog(@) = Jy(g(@)) Jy(a) Vo €

Infatti, 'elemento di posto ¢,j della matrice Jy4(z), dato da 8%39) ¢é uguale a

< V/filg(x)), 2L (x) > che é appunto I'elemento di posto 4, j della matrice prodotto

) O
Jr(g(x)) Jy(z), glacché la i—esima riga di J¢(g(x)) é V fi(g(x)) mentre la j-esima
colonna di Jy(x) é %(w).



Il TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sia O aperto convesso in R” (ie. z,y € O, t € [0,1] = tz+(1—-t)yecO).
Sia feCYO,R). Allora

[f(w) = f(0)] < [lu—vl| til[éri]HVf(ert(u—v))H Vu,veO

fv+tlu—w))] dt| =

&\&

Infatti | f(u) — = | /
0

[ < Vi@t tu—v)u—v> d < fu=vl sup [Vi(0+tu- o)
0 t€[0,1]

Corollario 1 Sia f € C*(O), O aperto connesso. Allora
Vfu) = 0VvueO = f=cost. in O
Prova. Il teorema del valor medio implica che f é  localmente costante in O :

z€ B () CO = |f(x) = flawo)| < sup [[Vf(z)] =

[|z—zo||<r

In particolare, se zg € O, {z € O : f(x) = f(x¢)} é aperto. Ma, per la continuité
di f, é aperto anche {x € O : f(z) # f(xo)}. Siccome O é connesso, e

O={zxe€0: f(x)=f(xo)}U{zr € O: f(x)# f(xo)} (unione disgiunta)
concludiamo che uno dei due aperti, ovviamente {z € O : f(x) # f(xo)}, é vuoto .
Corollario 2. Sia f € C'(O,R™) . Allora f é localmente Lipschitziana in O:

V Br(zo) CO,3L = L(r,mo) :  |If(z) = fW)ll < Lllz —yll ¥,y € Br(x0)
Prova. Intanto, dal Teorema del valor medio

[filz) = fily)l < sup VA lle—yll ¥V 2,y € Bi(xo)

2€Br(x0)

Quindi, presi z,y in B,(zg), risulta

of;
5 )

1F(@) = F)I? = Zm WP < ||x—y||2ii[sup

i=1 j=1 L2€Br(z0)

|



DERIVATE SUCCESSIVE
Sia  feC'(O,R), OCR" aperto. Se esistono [, := % (ij) allora

O f o of
om0 (0, f) = Oya f= Oy fy = - Cii=1,...
Fo, = On, (00, ) = Ova) f = Os fo, v raiat o n sono
le derivate seconde di f e Hy(x) := (fmcj) . éla  matrice Hessiana
1,7=1,..., n

Osservazione. Sia n =2. Per definizione, e se i limiti indicati esistono,

o y) = lm g [ S+ hy) - Fey) | =

. [hm fl@+hy+k) = flethy) —f(x,y+k>+f<x,y)]
h—0 | k=0 hk
8 0f i [ 1oy fethoy+ k)= f(ay+h) = flath.y)+fle.y)
by oz (T>Y) = Him [,{g% "k }
Cié suggerisce che risulti @ﬂ(m y) = 8dy gi(a: y) (quando entrambe esistano). Pud

per6 accadere che Pl o g I esistano ma siano diverse perché due successivi
6xi (9£Ej am]‘ 81’2

passaggi al limite non si possono in generale scambiare (vedi Appendice). Per6....

Definizione.  f € C*(0) & fua, esistono in O e foqo, € C(O), Yi,j

LEMMA DI SCHWARTZ
0 f 0 f
o (@)= 5
O0x;0z; Ox;0x;
Prova. Sian =2, (29—6,20+6)x(y0—6,y0+6) C O. Unaripetuta applicazione
del Teorema Fondamentale del Calcolo dice che

] (/y [aigi](s, t)dt) ds =

Zo

e + feom) = [ |00 - F o] ar= | (, [i%]<s,t>d8) i

Yo

fec*o) = (x) Vi,j=1,...,n, Yr€O

/ [gf;( D- s y())] ds = f(z,9) ~ f(zo,9)~

o

Da qui, 0,f, = 0,0, f (j/ ayfx(s,t)dt> ds = ay@xjj (}E @vfy(s,t)dt) ds =
Zo \Yo
y
6yyf Opfy(z,t)dt = Oy f,.
0



FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)
Sia f € C?*(D,(u)). Allora:

flu+h) = flu)+ <Vf(u), h> +;<Hf(u) h, h > + o (||h|]?)

Prova. Sia u = (z1,...,2,), h=(hi,...,h,). Posto ¢(t):= f(u+th), é

dt = O
2y " d of
J
n n aZf
> S g (ukthihhy =< Hy(u + th)h h>

1 =1 1Ubg

flu+h) — [flu) + <Vf(u), h> +;<Hf(u)h,h>]:

1

/(1—t) < [Hy(u+th) — Hyw)]hh> dt

Stima del resto: Ve >0 36 > 0: [t| <6 = |fon; (u+th) — fo,(u)] < e=

| [Fruay (ot th) = frw, ()] by | < n’e||h|?
ij=1
MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI
u € R™ é minimo locale libero per f < 35 >0: f(u) < f(v) Yv € Ds(u)

Condizioni necessarie. Se u € R"” é minimo locale libero per f, allora
i) feCYD.(u)) = Vf(u) = 0 (ué critico o stazionario per f)
(i) feC*D.(u)) = <Hiuh h>>0 VheR"

Prova. (i) heR", |t|<dn = f(u) < flut+th) =
0 =4 flutth),_, =<Vf(u),h> = Vf(u) = 0.
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(ii) Dalla formula di Taylor: Viw) =0, 0< flutth)—flu) =
Vi) +t*[< Hy(u)h, h> + o(1)] = < Hsu) hy h > > 0
Una condizioni sufficente. Sia f € C?*(D,.(u)), e Vf(u)=0:
< H¢(u)h,h > >0 VheR", h#0, = w« ¢éminimo locale

Prova. h —< Hy(u)h,h > continua, < Hy(u)h,h >> 0 VYheR", h#0, =
dm:= minp=1 < He(u) h,h > > 0

Quindi, < Hy(u) h,h > > m|h||* Vh € R".  Allora, usando Taylor e
Vf(u) =0 vediamo che 0<|h] << 1 =

h

ﬂU+M—fW):IWW[<HﬂMﬂmwwm>

+ o (D)] = [[A* [m + o(1)] >0

Massimi locali liberi Se invece 30 > 0: f(u) > f(v) Yv € Ds(u), wu si dice
massimo locale libero per f. Anche in tal caso, se f € C'(D,(u)) , necessariamen-
te Vf(u) =0, mentre,se f € C*(D,(u)),allora < Hf(u)h,h >< 0 VheR™

Analogamente, la condizione sufficente perché u sia massimo locale libero per
f € C*(D,.(u)) é che

Vfu)=0 e < H¢u)h,h><0 VYheR" h#0

Forme quadratiche La natura di un punto stazionario v = (z1,...,2,) di f

dipende dal segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana

< Hp(u)h, h> = zn: i
f ’ B Ox;0x;

ij=1

(U)hlhj h:(hl,,hn)

Ora, Hjy(u) simmetrica = Hy(u) ha autovalori reali, diciamo \; < ... <
An. Il segno forma quadratica dipende dal segno degli autovalori.
Sia A=(a;;)ij=1,. n=A" matrice n xn simmetrica. La forma quadratica associata

<Ah h>= 3 ayhihj, h=(h,....h)€R" si dice
ij=1

definita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), Yh # (0,0)
semidefinita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), VheR"

Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica nxn, A <... <)\,
1 suoi autovalori. Allora



A= inf <Ah,h> A= sup < A h,h >
IAll=1 hll=1
Corollario
(ii) A é definita positiva (negativa ) < A\ >0 (A, <0)
(iii) A ¢é semidefinita positiva (negativa ) < A =0 (A, =0)

APPENDICE
Lemma di Schwartz: una osservazione ed idea della prova (n = 2). Per
definizione aiggy = a%%i e 82251 = a%% esistono se e solo se esistono i limiti
0 of . 1.0f of
—_— = lim —|—= h - = =
h—0 |k—0 hk
0 of : of of
— = = lim —[== k) — == =
oy 9 W)= i plar @y + k) = 5@ y)]
k—0 | h—0 hk
Inoltre, 8@8—(:1: y) = af I (x,y) se e solo se i due limiti sono uguali.
Cié suggerisce che, in generale, risulti @ﬂ(x y) = aay gi (x,y) (quando entrambe

esistano), ma che possa anche accadere che Pf o 91 esistano entrambe ma
) Ox; Oz Ox; Ox;
siano diverse perché due successivi passaggi al limite non si possono in generale

scambiare. Ad esempio, se

h? — k? )
rhk) =G5 V(K #(0.0)  siha
2 _ k‘2 h2 _ k}2 )
i e — il =1 il e e = (=D =1

Notiamo che f non ha limite per (h, k) tendente a zero; ma é viceversa vero che se
esistono ,131% q(h,k) Yh, e ]lcirr(l) q(h,k) Yk allora
— —

3 Gl o) 3 mim ] e filin o)



(e sono ovviamente uguali ad 1) giacché
lg(h, k) — 1] <€ per |hl+]k|<d =

Himg(h k)~ U <e per B <8, [lma(hk)—l <e per |h] <o

Una prova del Lemma di Schwartz.  Posto

g(h, k) == f(“h’y“f)—f(w;:)—f(ﬂf+h,y>+f<:c,y)

si ha che

(](h, ]{7) 0 fx(iU;y + k}z - fx(xay) q(h, k‘) o fy(£E + h,y) — fy(gj7y)

Y

h
Basta dunque provare che 3 lim ¢(h, k). In effetti si ha
h2+k2—0
: o of
podim a(h, k) — oy agc(:r,y)| =
. 1 fzth 0 Jof
=l [ = - 5 P ) -
' 1 path [ pytk 9 Of o Of
= Jdim = T2 S - = S yyar| dt = 0
h2itso | Ik @ [y dy 81‘( ™) Ay 8x<x v) T] ’
Lemma di Schwartz: un controesempio. Vediamo un esempio in cui
Iinvertibilita nell’ordine di derivazione non vale. Sia
( ) 1‘2 22 . 0d; ag l‘4y + 4$2y3 _ y5 ag $5 _ y4x _ 41,3?/2
T,Y) =1x uindi, —— = = =
g\ y Y2 T2 q " Ox (224422 ' By (22 + y2)?

Si vede subito che g, g, g, hanno limite zero in (0, 0), e quindi g ha un prolungamento
C* su tutto R?. Poi, in (0,0), troviamo g,, = g,, =0 e

[%%](0,0) = hm 1 89(0 y) = —1 mentre [%2—5](0,0) = hm ,079(33 0)=1

Coerentemente, g non é di classe C?. Infatti

2 6 4,2 2,4_,6 , . . s
8‘1 iz + 9x(w3/2+y92x)3y Y non é continua in (0, 0), perché
dg &g

m(fﬁ,o):—l Vo # 0, axa(0y>=1 vy # 0



ESERCIZI E COMPLEMENTI
1. Lipschitzianita sui compatti
Se f € CY(O,R™) allora f é Lipschitziana sui compatti di O :
VK C O compatto 3L = L(K) : If(z) = fIl <Lz -yl V zyeK

Prova 1.  Supponiamo il contrario:

£ i) =fwpll

esiste K ed esistono x;,y,; € K tali che —
7193 llzi—y;ll

—; OQ.

Siccome f é limitata in K, dovra risultare ||z; — y;|| —; 0. Passando a sottosuc-
cessioni, possiamo supporre che

1f(2;) — ()]l
25 — ;i

Jre K: xj—>jf, yj—>ji’, —; OO

contraddicendo la Lipschitzianitd in B,(Z) per qualche r > 0.

Prova .  Siccome z,y € K, ||lz—y||>r = W < %SUP‘|f(Z)||7
zeK

basta provare che
Ir>0, L>0: 2 2"eK, |o=2"|<r = |f@)—f@@")] <L|z—2"|
Dalla compattezza di K segue che

J— p
dr;€e K, r;>0,j=1,...,p taliche B, (z;)CO e KC U Br(xy).

Per quanto sopra,
3L;>0: o,2" € KNB,,(x;) = |f(a)— f@")| < Ljlla" — 2"
Sia0 <r <r;Vj, L:=maxrL;. Sez' 2" € K, ||2'—2"|| < § e, diciamo, 2’ € B, (x;)
2
si ha quindi che

T T
J
— 4+ =

"

<rj = |f@) = fE"] < L2’ =27



2. Campi conservativi. Una F' € C(R",R") si chiama anche ’campo
vettoriale’ in R". Tale 'campo’ si dice conservativo se

U e CY(R",R): F=VU

Tale U, se esiste, é anche unica (a meno di una costante additiva), e si chiama ’po-
tenziale’ del campo F. L’unicitd sussiste anche nel caso F' € C(O,R"), O aperto
connesso di R".  Se n =1, ogni F' ammette potenziale (ovvero una primitiva). Dal
Lemma di Schwartz segue che cié non é pid vero, in generale, se n > 2:

OF,  OF,

F 1 n n F — —
c C'(R",R"), F(z)=VU 5. =

Vi,j=1,...,n (%)

Tale condizione é anche sufficente per I'esistenza locale : se O = B,.(0) C R? (pit in
generale, se O é semplicemente connesso) e vale (x) in B, allora:

Uz, y) = / Fit, 0)dt+/0y B, )dt = U,=F.U,=F

0

Infatti, U, = Fy(x,y) (TFC) e, 'derivando sotto segno di integrale’

0F,

Y
U, = Fi(z,0) +/0 S (@t =

v OF;
Fi(z,0) — /0 8—;(16, tdt = Fi(z,0) + Fy (z,y) — Fi(z,0)

3. 1l laplaciano in coordinate polari. Sia f € C*(Q), € C R" aperto.
Laplaciano dif : Af =

Sia n = 2. Sia g(p,0) := f(pcosb, psinf) (g é f in coordinate polari). Allora
(Af)(pcos, psing) = g,, + ;2999 + ‘(’];
Infatti, risulta g, = f,(pcos®, psinf) cosb + f,(pcos, psinf)sinf
Gpp = fux 08>0 + 2f,, sin 6 cos b + f,, sin® 60
go = —fu(pcost, psin®)psind + f,(pcosb, psinf)pcosb

1
Goo = p° | fonsin® 0 — 2f,, sin @ cos § + f,, cos® 6 — ;(fx cosf + f,sinf)



Da  fycos0 + f,sinfl =g, segue

1 g .
Gop & 5900 + ;” = (faz + fyy) (pcos b, psin6)

4. Calcolare AU, ove U(z,y) = log(x2 + y2), 22+ 9% > 0.

5. Sia N > 3. Sia U(x) Hrll}\’*” z€RY, |z|| >0. Calcolare AU.

6. Sia f € C?*(R",R). Provare che
3e>0: < Hy(x)h,h > >c||n|* VheR" =
Vye R" 3z eR": Vf(x)=y
Prova. Fissati z,y, poniamo ¢(t) :=< Vf(tx + (1 —t)y),z —y >. B

¢'(t) =< Hy(te + (1 =t)y) (x —y),x —y >> cllz -yl
<Vf(x)=Vf(y),z—y>=¢(1) —p0) =¢'(1) > cllz -yl

Ci6 implica in particolare 'unicitd:  V f(z) = Vf(y) = ||t —y|| = 0. Inoltre
1

f(x) = F(0) + [ &f(tx)dt = f(0) + ({1 < Vf(tz) — Vf(0) + Vf(0),z > dt >

0
FO)+ < VF(0), 2 > +5 ]

e quindi per ogni fissato y la funzione x — f(x)— < z,y > é coerciva e continua
e quindi ha un minimo globale. Dunque 'equazione V(f(x)— < z,y >) = 0 ha
soluzione, e cioé 'equazione V f(z) = y ha soluzione.

7. Massimi e minimi

7.1 Sia flay) =@ +?)? =26 —?). B
fo = 4x(2* + %) — 4a, fy = 4y(@® +9*) + 4y
foz = 4(2® + 12) + 82 — 4, foy = Sy, foy = 4(2* + %) + 8y + 4

Punti stazionari: (0,0), (£1,0)); det H(£1,0) > 0, det H(0,0) < O0;
(£1,0) sono minimi globali: |ju|| = 400 = f(u) = 400 ; (0,0) é una sella.
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7.2 Sia g(z,y) = 23 + v — 3zy.
Notiamo che
Vg=0 & 2=y, ==z

e quindi (0,0),(1,1) sono gli unici punti critici di g. Poi
Gze = 62, gyy = 6V, goy = —3 e quindi
- H,(0,0) ha autovalori £3 e quindi (0, 0) é di sella

- H,(1,1) ha autovalori positivi e quindi (1,1) é di minimo locale (e non assoluto,
perché 1}1{12f = —00)

8. Forme quadratiche Sia A=(a;j)ij=1,..,=A " matrice n x n simmetrica.

La forma quadratica associata é

.....

<Ah h>= % a;hih;, h=(h,... hy)ER"

ig=1
Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica nxn, XM\ <...<)\,
i suoi autovalori.  Allora
A= inf < Ah,h > Ap = sup < Ah,h >
llAll=1 |h||=1

Prova. Sia h di norma 1 tale che m =< Ah,h >= ”}ilﬂlfl < Ah,h >.

Sia f(h) = % =< Aﬁ, ﬁ >, h# 0 e quindi f(h) = r’gglf(h) e quindi

d
0 - %f(h—i_th)\t:o -

d [<Ahh > +t(< Ahh > + < Ah h >) +12 < Ah h >
dt 1+ 2t < h,h > +t2||h|?

|t=0

< Ah,h >+ < Ah,h > =2 < Ah,h >< h,h >= 2[< Ah,h > — < Ah,h >< h, h >]
Vh € R"perché A = A'. Dunque

Ah =< Ah,h > h =mh
cioé m é un autovalore di A, ed é necessariamente il pit piccolo, giacché

Ah=MAh, ||h]|=1 = X =< Ah,h>>m
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