AM210 2014-2015: II Settimana
DERIVAZIONE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE
Sia f € C([to — r,to + r] X [a,b], R). Supponiamo che

Vo € [a,b], Vte€ (to—rto+r) I Y(t,x):= lim 2S00

h—0
e ﬂ € C((to —r,to+ 1) X [a,b]). Allora
d | rof
Vt e (tg—rto+ 1), dt/ftx e %/f(t,x)dx— 8t( x) dz
Prova. % é continua, e quindi Unif Cont in [ := [ty — 1/, tg —|— r] [a, b)) Vr' <
Ve, 30 : t,sel,|t—s| <6, x€la,b] = %{(s x) ‘ e e quindi

<
b b
t—to| <1/, [t+h—to] <r = |; L{f(tjth,x) dx—aff(t,m) dw] afa—{(t,x) dr| =

dt

< e€(b—a)

fb% [t}h (%(s,x) - %(t,x)) ds

a t

Derivazione sotto segno di integrale: il caso degli integrali impropri .

Sia f € C([to — r,to + 1] x [a,b],R). Se % esiste ed é continua ed inoltre f e E

sono equidominate (cioé Jg integrabile in (a, b) tale che | f(t,z)|+|%L o Lt x)| < g(x)
Vte[to—rto+r], z€(a,b)), allora

d | d | rof
dta/f(t,x) dx  esiste in(to—r,to+7) e dta/f(t,x) dr = a/at(t,x) dx

Prova. Dalla equidominatezza di f e a segue che Ve > 0, da,, b, tali che

t

Qe Qe aea
illL/f(t—l—h,x)dx—a/f(t,x)dx} —a/af(t,x)d:c

[T [ -

a

dx| < 2/g(x)dx < 2¢ ed anche

< € mentre gia sappiamo che

}llff(wrh,x)dw—ff(tﬂ) ] fFf( x) dx

lim |+ = 0.
h—0

L}f(t—l—h x)dx—ff(, )dx] —dfﬁ(t,x)dx



Un bell’esercizio: calcolo dell’integrale di Dirichlet

+oo
sint
/ —~ dt = g (integrale di Dirichlet)
Siccome  f(x,t) == %’“t e~  f, = —e@sint sono continue ed equidominate

da g(t):=e™ in [z,400) x (0,00) per ogni z > 0, si ha

400 | “+00 3 400
% g Sltﬂ e dt = g % %nt e dt = — Of e sint dt e, come ricordato
70 “sint di ! i
e in =

2

4 1+

+Oosint +Oosint

Da qui / — e dt — / — e ®dt = arctan — arctan z.

Ma  sup|f(z,t)—f(t)] =je||>00 0 VK C I compatto ed f(z,t) é equidominata in
tek

b b +oo | E——+o00
{llz] = R} xI = [ f(@,t)dt = sjo00 [ f(t)dt, e quindi [ te%dt — 0 .
a a 0

—+00

Ci6 implica, per quanto sopra, che lin% Ik %e_mdt = 7. Resta da provare che
Tr—r 0
400 . ¢ +oo int
sin sin
lim [ ——e ™dt = lim — e ™ dt
z—0 t z—=0 {
0 0

cioé che  h(z) := [7° 2Le~t*dt ¢ continua in x = 0. Il Teorema sulla dipendenza
continua non st applica tuttavia in questo caso, perché mon c’é equidominatezza:

i i sin
dg > 0 : 0fg<ooe|51%e’m| < g(t) Vo >0 = [0t

+-|dt < oo, mentre

—+00
0

sint

t

t
Se G(t) := _O[S“”dT, esiste finito G(o0) := tLierooG(t). Quindi |G(t) — G(oo| < € se

T

t > t. e G ¢ limitata: IM tale che |G(t)| < M Vt > 0. Integrando per parti ed
effettuando quindi il cambio di variabile s := tx otteniamo

dt = +00. Diamo qui una dimostrazione ad hoc.

400 . +oo +o00 +oo .
[ lemtdt = o [ G(t)e ™dt = [ G(2)e *ds =, 0+ [ Z2tdt
0 0 0 0

+o00

400 | +oo
perché [ G(£)e7*ds — [ ®dt = [ [G(2) — G(c0)]e ds e
0 0 0

Ué’[G(i) — G(o0)]e~*ds| < 2M|1 — e 70|G(§) — G(o0)|e %ds < eseg > t,.
0 5



LA FUNZIONE I' DI EULERO E LA FORMULA DI STIRLING

[(s) := / e tdt, s>0
0

La funzione I' é definita in (0, 400) perché jl’tld—_t < 400 Vs>0 e e 't lva
a zero, per t che va all’infinito, pia rapidamenote di ogni potenza di %

Alewnivalori diT: T(1) = [ e'dt =1, D(2)= [ tetdt = [ etdt = 1
Poi, effettuando il cambio t = 072 e quindi integrando peor parti, trovia(r)no

F(§) = /OO Vite ldt = 2/00 re T rdr = /OO e dr = ﬁ
2 0 0 0 2

Formula di ricorrenza (&):  integrando per parti troviamo
[(s+1)= / et dt = 3/ tte b dt = sI'(s) (&)
0 0

Segue, in particolare, che I'(n+ 1) =nl. Poi, T(0") = +o0, I(}) = /7.

Regolaritd di T. t — t"'e™t  é equidominata per s € [5,3], 0 < s <1< 3, da

fty=t"1tet in (0,1, f)y=t"rtet in [1,+00).

o) zll.sfl t

Quindi I'(s) é continua.  Poi, siccome - et =t"tlogtet & ugualmente

continua ed equidominata, T é derivabile, con T"(s)= [ t*~! (logt) e dt.
0

[ é infatti C>*. Ad esempio, I(s)= [ t*!(logt)*e *dt >0 e, iterando
0

[e.o]

arr
= / t1 (logt)" e " dt

dx™

Dunque T" é convessa. In particolare, ha un minimo assoluto che cade in (1, 2).
Si pud dimostrare che 17(1) = —~,  ove~y denota la costante di Eulero-Mascheroni.

NOTA i) T é addirittura log-convessa (cioé logI' é convessa).
ii) (Teorema di Bohr-Mollerup). T' é I'unica funzione log-convessa in (0, 400) che
vale 1 in 1 e che soddisfa la relazione di ricorrenza (&) .



Formula di Stirling

+00
t2
(s +1) = s2e™ [/ T dt +o(1)|, o) 2y in 0

— 00

Dimostrazione della Formula di Stirling.: Posto t = s7, troviamo
F(S + 1) ::/ 15 e—t dt = ° / 8¢ T sdr — Ss—i-l e /e—s(T—l—logT) dr t::7—>—1
0 0 0

[(s+1) = stte™® /e_Sh(t) dt ove h(t):=t—1log(t+1) ha le proprieta
1
(i)  h(t) = E(1 +€(t)) ove lime(t) = 0 e h(x) 2 se Jz] < B << 1

>
((jgi) W) >0 v, o (MOy = BRIt > 0 v > —1 e quin-
1

(i) hit) > "Dy > 2 Vit > B

S L S 2
Quindi [ ePOdt< [ e Hat = %e‘ raliaa ) esponenzialmente!
It|>5 |t|>5
Resta da determinare quanto rapidamente va a zero [ e M) dt.  Effettuando
lt|<pB

il cambio di variabile t/s =x, troviamo

B V'sp +o0o
sh(t) g _ L —sh(z) 5o 1 22 o
e dt = — e WVeldr=— e Tdr+o(l) o(l) "=70
5 VS Ve L

perché da  h(t) = %(1 +€(t)) segue che:

Vsp +o0 ) oo
/ e M gy = / efs[?s(l“(ﬁ)]x[_ﬁ\/gﬁ@ dr = / e~ Tdr+ o(1)
12 x
giacché la famiglia di funzioni 2z — ¢ las (1rel 5] Xi-pvasva, TER Sonverge

(uniformemente sui compatti al tendere di s all'infinito ) alla funzione e~z  ed é
equidominata:

2
% se |z|<p = e M) X[-8v3,8v5 < e~ T se |z| <+/sp

N

h(xz) >

W



Una applicazione: Invertibilita nell’ordine di integrazione (Fubini)

Teorema di Fubini . Sia f € C([a,b] X [¢,d]). Allora le funzioni [a,b] > x —
d b
[ flx,y)dy, [c,d] >y — [ f(x,y)de sono continue (e quindi integrabili!) e si ha

/b</df(x,y)dy> dx =/d (/bf(xjy)daf) dy

Prova . Dal TFC: d% f(s,t)dt = f(s,y); quindi, derivando sotto segno di integrale,

2 F(Fresn)as= & (s, o) ds = [ 1s,0)ds.

c

0 —

b
D’altra parte, dalla continuitd di ¢t — [ f(s,t)ds  segue, grazie al TFC, che

<

o (ff’ f(s,t>ds> dt = [ f(s.v)ds. Dunque,

a

b

d% [j <afbf(s,t)ds> dt — [ Cf/f(s, t)dt) ds] =0 equindi(presiy =c,y=d): 0=

a

/C (/ f<87t>ds) dt — / ( / f(at)dt) ds = / ( / f(at)ds) dt / ( / f(s,t)dt) ds

Fubini negli integrali impropri.  Siano (a,b), (c,d) intervalli eventualmente
illimitati, f(x,y) continua in (a,b) X (¢, d). Supposto che

(i) Vze€(a,b) 3 ff(x,y)dy ed d flf f(x,y)dy] dx

(i) [o,8] C(a,b), ¢<p <y <d,Yn —nc, 06, —=nd =

B | on B |d
|1 st as s F T st | o

«

(k) VYye(c,d I afbf(:v,y)dx ed d fob f(x,y)dm] dy

(kk) a < a, < B, < b, Qp —p A, Bp —p b =
d d

FIT et | ay . f ] steae] ay

c

Allora (vedi Appendice) f V f(x,y)dy} dr = f [fb f(x,y)dm] dy.

C a



Una applicazione: gli integrali di Dirichlet, di Gauss e di Fresnel

—+00

of e gy = 1 (Integrale di Dirichlet)

fooe_de:c:ﬁ (Integrale di Gauss)

00 +o0
[ sina®dx = [ cosa®dr = /% (Integrale di Fresnel)

Integrale di Dirichlet. Basta applicare Fubini alla funzione  f(x,y) = e ¥ sinz :

400 | +00 . +oo oy 00 +oo .
[ | ] e®™sinzdy|der = [ sinx {671} dv = [ *Fdx
0 Lo 0 0

0
T dy _ « Fubini sinz 7
glfe ysm:cdx]dy f1+y2—2 OdeIE—§

Integrale di Gauss.  Si ha, effettuando il cambio di variabile 2% = t,

+00
—x? _ —x? _ et
f e dr =2 f dr = g \/idt

Basta ora applicare Fubinii alla funzione — f(x,y) = <~ e™®

== e perché
O AR == dul dr = B d d Ty =t
P ea]e= Tl Ta]e s
too e Ly o . oo oo .y ? Fubini
O A ey O ey 0 TR g Vs 2ds
[T ] - T lwss) Tra Tit=s
+oo
Integrale di Fresnel. Si ha [ sinz?dr = f Smt dt. Ora, usando la

— 0o
rappresentazione (#) in Appendice, Fubini , § e un camblo di variabile, troviamo

sinx . & e 1 et w1
dr® [ sine = [t de ™o [ [ e sinado | at
O/ \/E T / [Slnx \/E \/% ] T \/E / \/E / e ST axr

/dtt_w*/‘”df_ T
vl Vi) VTS 1t V2

“+oo
perché (come da calcoli standard riportati in Appendice) S/ 117;4 = 55"




Fubini negli integrali impropri.
limitati, f(z,y) continua in (a,b) X (¢, d). Supposto che

APPENDICE

d

(i) Vexe(a,d) I [ flz,y)dy ed 3 ({bLf f(x,y)dy} dx

C

(i) [, f] C(a,b), <y <dp<d, Y —nc,

(k) Vyel(e,d) 3 [ flzr,y)dr ed 3 fd[

(kk)  a<ay,

Allora

Prova. Siano
Yo —*n € Op —n

W

lim
m——+00

(e79)

7 [7 f(x,y)dy] dx _>n/ﬁ [/d f(x,y)dy] dx

«

In

b

S—

a

<B,<ba,—,a B,—=>,b =

b

/

a

/d V f(fv,y)dx] dy —m/d V f(x,y)dx] dy
/df(x,y)dy] dv = /d [/b f(:v,y)dx] dy

a < a, < fB,<b o, =>,a Bn—nb,

d. Da Fubini e (ii), segue che

m——+00

f(x,y)dm] dy “ Yim

Ym

Bn { Om b Bn

m d Qn

Da ci6, ed usando (kk) e 4/ troviamo che

a

/dV f(x,y)dx]

ar

n—-+o0o
c

o / [ / f(m,y>dy] d

7

5”
dy ) Jim /f(:c,y)dq:] dy Y Jim

n—+00

Bn

Qn

Op —wnd =

f<x,y>da:] dy

Siano (a,b), (¢, d) intervalli eventualmente il-

c < v <0, <d,

|

6m ﬂn ..
/ floy)de | dy "=

/f(aﬁ,y)dy dv @ / [/d f(x,y)dy] de  +/

d

| 1wy

[

]dx



NOTA  Le ipotesi (ii)-(kk) chiedono che siano leciti passaggi al limite sotto se-
gno di integrale per le successioni di funzioni (convergenti, almeno puntualmente)

Fula) = | f(e.)dy 5 F@)i= ] fa)dy, € [a.5)C (a.)

f(x,y)dz, y € (c,d)

S —o

Gn(y) = :} f(@,y)de —, Gly) =

B B
(ii) chiede che [ F,(z)dz —, dz —, | F(z)dz. Essendo un passaggio al limite
negli integrali ordinari, basta ci sia uniforme convergenza in ogni [«, 5] C (a,b):
@ e od = s i) dy - T i) 0
€la,s]

Nel caso (kk) siamo in presenza di un passaggio al limite nel caso di integrali impro-
pri, o perché (c,d) sara illimitato o perché G potrebbe essere non limitata ad uno
degli estremi di (¢, d). In tal caso occorrera supporre sia uniforme convergenza (sui
compatti) che equidominatezza

(kk)" sup ff(x y) de — f fz,y) da

yel,d] @
wm"f{ﬂﬂaMM]@<+m
Chiaramente (kk)” assicura I’equidominatezza delle G,, in (¢, d), perché

6ol = | seie| < [ Iselan, e (e

—, 0 Y[y, 0] C (¢, b)

Questo argomento funziona per l'integrale di Gauss, ove  f(z,y) := e:/z; e
J (f
0 \0

+o00o
) dy= [ %~ < o0, cioé (kk)” vale. Cosi’ come (ii)’, (kk)’:
0
o0 Tn o0 Tn
e T ¢ e T g —x0 e ro¥Y e Y g
r>x90>0 = 5{\/56 dy—irof—ﬂe dy <e 6{—ﬁdy+g’\/@e dy —, 0,

e

VY

(1+y)\/y

> T o Te™ —a <a"ﬂ —x 1 T o
y>y >0 = gﬁe dy+5{ﬁe dy_of 7€ dy+ﬂ05{6 dr —, 0

e” ™Y sinx )

Anche in Dirichlet (ove f(z,y) = e ¥ sinz ) e Fresnel (ove f(z,y) = N

é facile verificare (ii)’ e (kk):

o0 In
(D) x>x0>0 = |[sinze™dy + [sinze ™dy| < e % 4, —, 0,
0

On

[e’e] Qn
e y>1y>0 = [sinze™™dr + [sinze ™dr| < e % +a, —,0,

Bn 0
T ey sinz e e Y sinx ® —Trov e_ToY
(F)x2x0>0:>6wdy+of 7 dy f dy+f = dy =, 0,

y>y >0 =

P e~wing W e=2Y ging zYQ A —wyg
ot Tt u| < [ e T



Tuttavia, nel caso degli integrali di Dirichlet e di Fresnel, trattandosi di integrali
assolutamente divergenti, I’equidominatezza potrebbe essere un problema. In effetti,

nel caso (Dirichlet) (ove f(z,y) = e " sinz) g(x) > |}Lf(x,y)dy| Vn, x
0

= g(x) >|sinz [ e ™dy| = [®22] Vz = [g=4oc0
0 0

nel caso (Fresnel) (ove f(,y)= <2 ) g(a) > | [ f(r,y)dyl Y,z
0
S gle)>|] W iy = || V2 = [ g= oo
9(x) ‘g NI vl |\/5 JQ
Bn
Equidominatezza, in (0, +00), per [ e ™ sinzdx (caso Dirichlet).

Bn
[ e sinx dx

Qn

Integrando due volte per parti, troviamo

e~ (cos oy, + ysin ) e~ Y (cos a, + ysin(B,) <9 1+ sup,oo(ty e™)
1+ y2 1+ yQ - 1+ y2

Bn .
Equidominatezza, in (0, +00), per [ ey% dx  (caso Fresnel).

Esattamente come nel caso Dirichlet, si trova che

e sing 1 4 sup;.o(ty e™¥)
T

A I N (R N

+oo

Calcolo di S
Of 1474 2v/2
In modo standard si perviene alla riduzione a frazioni semplici
1 1 [ tv/242 _ tv/2-2 }
I+ 7 2 [14(141v/2)2 1+(1-v2t)2
Poi
+00 +oo
/242 tV2+4l=s 1 s+1 _ o
7{0 1+(tv/241)2 dt - V2 J 1452 ds = V2
—+00 “+00
t/2-2 tvV2-1=s 1 -1 _ o
__{o 1+(1—\/§t) dt = _ﬁ_{o 15+52 dS = ﬁ
e quindi

f dr __ 1 f dr _ w
4 4
0 1+7 2 —% 1+7 2v/2

[\



Prolungamento della funzione I' ed una formula di rappresentazione

Prolungamento (analitico) di T' su tutto R\ {0,—1,...,—n,...}
r 1
D(z) == (”"xﬂ Va € (—1,0)
[(x+n)
[(z):= —n. — 1
@ = i De+ . wrny et
Una utile formula di rappresentazione.
i _ ]- yoots—l —twdt v > 0 (‘)
zs T(s) ) ‘ °

In particolare, se s = %, vediamo che

+00 +00
1 1 / 1 1 et
— = tzexdt:—/—dt (W)
Vi T Vil Vi
Infatti, effettuando il cambio di variabile tz = 7, troviamo che

+oo s—1 +oo

/ T -7 dr 1 7_371 e Tdr = F(S)

+o0

_ _ T=tx
/ e g = G
] x5~ T xs ] xs

10



