AM210/2014-15: Tracce delle lezioni- Settimana XI

SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

Sia A= A(t) = (a;;(t)), a;j € C(R), 4,j=1,...,n matricenxn. Siccome,
per ogni 7" > 0 risulta || A(t)z| < | sup ||A(t)||> |z||, le soluzioni del sistema
[t|<T

differenziale lineare a coefficenti variabili di n equazioni nelle n incognite z;(t)
(%) & =A(t)x, ovvero  I;(t) =an(t)z1(t)+...+amt)za(t), i=1,....n
sono definite per tutti i tempi (segue dal Teorema di esistenza globale).

Proposizione = L’insieme N := {z € C'(R,R"): Lz :=1— Az = 0}
di tutte le soluzioni di (*) é un sottospazio linare di C*(R,R") di dimensione n.

Prova. Dobbiamo provare tre fatti:

1. N ¢é un sottospazio lineare di C'(R,R"), ovvero combinazioni lineari
ax(t)+ py(t), «,5 € R disoluzioni sono ancora soluzioni. Segue dal fatto che
N é il nucleo dell’ operatore lineare L.

2. Esistonox’ € N/, i=1,...,n linearmente indipendenti, (in C(R,R")
cioé esistono n soluzioni z* tali che "Lertt)=0 YVt = ¢=0 Vi
Infatti, presi v € R®, i =1,...,n linearmente indipendenti e detta z* la soluzione
di () tale che 2(0) = v, le = sono n soluzioni linearmente indipendenti.

3. Taliz’ generano N: Vx e N, 3 c=(c1,...,c,): z(t) =", cz'(t) Vi
Infatti, se x é soluzione, siano ¢; € R tali che z(0) = X0, v’ = 3", 2%(0) e
sia Z(t) := Y, ¢;x'(t). Siccome 1 e & sono soluzioni dello stesso problema di
Cauchy, allora x = z (per il Teorema di Picard).

Definizione.  Un sistema di n soluzioni linearmente indipendenti x* di (x) si
chiama sistema fondamentale per (x). Se z’ é sistema fondamentale, la

matrice .
X(t)=(a',...,2") = (25(t))ij=1, .

avente per colonne i vettori 2° si dice matrice fondamentale.

Notiamo che se X = (4!,...,4") = (#!(t));j=1,... ¢ la matrice che ha per

elementi le derivate degli elementi di &X', allora, con tale notazione,

X = AX



Se X(t) é matrice fondamentale e X(0) é la matrice identitd, cioé X(0) =
(é1,...,€,) OvVvero x;(O) =0;;, & édetta matrice principale.
Se X é matrice fondamentale allora le soluzioni di (*) si scrivono nella forma

z(t) = qa'(t) = X(t)e c=(c1,...,c,) €ER" ( Integrale Generale )
i=1

Se X é matrice principale X(t)e, ¢ € R™ ¢ la soluzione del problema di Cau-
chy con condizione iniziale z(0) = c.

Definizione. Date 2'€ C(R,R"),i=1,...,n sia X(t):= (z.(t)).
W (t) := det X(¢) si dice determinante Wronskiano delle z'.

Se Jtg: Wity) #0 allora z(tg) sonon vettori di R" linearmente indipen-
denti e quindi le funzioni z* sono linearmente indipendenti (in C'(R, R™)). 1l vicever-
sa é falso in generale, :  z* linearmente indipendenti non implica  det(x(t)) # 0
(anche solo per qualche t).  Ad esempio, z'(t) = (1,t), z*(t) = (t,t*) sono
funzioni (vettori di C(R,R?)) linearmente indipendenti, ma  z%(t) = tx'(t) V¢,
cioé, per ogni t, z'(t) e x?(t) sono vettori (di R?) linearmente dipendenti e quindi
il Wronskiano di z', 2%, det(z’(t) é nullo per ogni ¢! Tuttavia

Proposizione 1. Siano 2°,i = 1,...,n soluzioni di (x), X(t) := (2%(t)).

X(t) é matrice fondamentale < detX(t) #0 Vi < (X(t))™! esiste V¢

Prova. C’é solo da provare la prima =. Supponiamo, per assurdo, che
esista o tale che W (tg) = 0 e quindi che i vettori z'(¢y) siano linearmente dipen-
denti: esistono ¢; costanti non tutte nulle tali che > | ¢;z'(ty) = 0. Ora, se
2(t) == X, cix'(t), @ é soluzione che si annulla in ¢y, e quindi, per 'unicitd della
soluzione del problema di Cauchy, " xi(t) =2 =0, cioé le x' sono linear-
mente dipendenti.

Proposizione 2. Sia X matrice fondamentale. Allora

—_——— —

(XD = —x A, (Xfl)t 4t (Xfl)t

=
Infatti, come si vede subito, se A, B sono matrici n xn di funzioni C' _1, allora AB =

AB + AB, e quindi (detta O la matrice nulla) O =Zd=X"'X =

O=X""X+x7X =@ X+ (X HAx = @ H+(xHa=0



SISTEMI LINEARI A COEFFICENTI COSTANTI

Esponenziale di una matrice, matrice principale. Siano ,a;; € R.

Se A= (a;) : é et = — = lim —

‘i,j:l,m,n

Tale serie converge nello spazio (di Banach) delle matrici M,,,, dotato della norma
N+p " N+p n
|A|l = sup ||Azx|ls perché | 3 %H < 3 % <ese N> N,p e N.
flz]l2<1 n=N n=N
Argomentando come per la serie esponenziale in C si vede che

AB=BA = B =cALB

Ne consegue che ete™* = Td e quindi e” é invertibilee  (e?)™' = e~*. Inoltre,

d . e(t-‘rT).A . etA . e‘rA -7 ‘ oo A"
—e i =1lim ——————— = " lim = e lim Z = Aem
dt 7—0 T 7—0 T =0 — n!

Siccome e é invertibile per ogni t, e** é matrice fondamentale (anzi, principale)

per & = Az, che genera quindi il

flusso ’‘lineare’ t — ez, o€ R"
ESEMPI.
Mo 0 A S M0
(Z) A= 0 )\2 = eA:Z 0 )I\T%c — 0 6)\2
0 ... )\n k=0 0 P4 0 €>\"
RN
) (0 -5 (R0
(17) Se B = < 5 0 ) allora B = ( 0 (—1)kp2
0 -1 k+162k+1 ) )
B+ — < (— 1) g2kt (=1) 0 e quindi
. (_1 k52k _1)k+162k+1 .
v =3 22’“’%“ | A I e se
k=0 (_(12)kfl)! (_12)k!6 sinf - cos s

_ (o =B _ : tA _ taZ B _ ot ( COSPt —sinft
A_<5 N )—&I—i—B é et =e%e =e (Sinﬂt cos Bt



RIDUZIONE A FORMA CANONICA

Sistemi lineari n x n.  Data A := (a;;) matrice n x n, le resta associato il
sistema di n (EDO) in n incognite z; = x;(t):

&= Ax, ovvero  &;(t) = apx1(t) + ... 4+ apmx,(t) i=1,...,n (EDO)
Sia & =Ax, P matrice n x n invertibile. Allora

/—/'\

Ple=Pli=P ' (Az) = [P'AP|P 2
Ovvero, posto  y(t) := P~ 'z(t), (EDO) si riscrive nella forma equivalente
y =[P APy

Come noto, scelte opportune di P permettono di portare A in forme piu semplici,
le forme canoniche. Ad esempio, se A ha n autovettori & linearmente indipendenti,
corrispondenti ad autovalori A;, e P ¢ la matrice che ha per colonne gli autovettori,
allora P~' AP é matrice diagonale, con elementi della diagonale dati dai \;.

IL CASO GENERICQO: autovalori distinti, sistemi diagonalizzabili

Sia e;, 1 = 1,...,n base canonica di R". Sia  D(Aq,...,\,) := (Aeq, ..., \nen)
(matrice diagonale avente Aj,...,\, come elementi sulla diagonale principale). Il
(pit semplice) sistema differenziale

& =D, ., \a)z 2(t) = (@1 (1), .. ., za(t))

¢é formato dalle n equazioni disaccoppiate Ti = \iTi, 1=1,...,n.
Il sistema ammette quindi le soluzioni
2t = elite;, 0, in forma matriciale, z(t) = Px(0)

Queste soluzioni sono a Wronskiano diverso da zero e quindi formano un sistema
fondamentale e ogni altra soluzione é della forma

n
T = Z cetite; = (cle’\lt, . ,cne’\"t) , ¢ €R ( Integrale Generale )
i=1

Se tra i A; ve ne é uno complesso, diciamo A = a+1i8 € C, a questo corrisponde
I'equazione (per la funzione incognita -complessa- z(t) = x(t) + iy(t))

) = a(t)+ig(t) = Az(t) = (a+if)(x(t)+iy(t)) = (ax(t)—Py(t)) +i(Bx(t) +ay(t))
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ovvero il sistema di due equazioni nelle funzioni incognite-reali- x ed y:

T = ar— Py *
y = Pr+ay *

L’equazione 2 = Az, ha le soluzione -complesse-

2(t) = x(t) +iy(t) = (2(0) + iy(0))e™ TP = e (2(0) + iy(0))(cos Bt + isin Bt) =

= e™[(x(0) cos Bt — y(0) sin Bt) + i(y(0) cos Bt + z(0) sin 3t)]) ovvero
z(t) = e (x(0)cos Pt — y(0)sin St) @
y(t) = e (y(0)cosft + (0) sin ft) Q
Se A ha n autovalori reali distinti, allora 4 ha una base di autovettori v € R"
(vedi in Appendice). L’Integrale Generale del sistema T = Ax si scrive
> et ¢ eR (Integrale Generale)
i=1

Per provarlo, introduciamo la matrice (invertibile) con colonne gli autovettori v':

P = (1;1, e ,v”) = (U;)i,jzl,...,n = (Pey, ..., Pey,), Pl = ¢,
E P lAPe; = P LAV = P = ey ovvero \;e; € la i-esima colonna di

P~LAP. Dunque
P AP = (Mier, ..., Men) =D, ..., M) (forma canonica)

ese d=Ar e y=Plz, & x=Py ¢ y=Pli=P A o
quindi

=P APy =D(\,..., \)y e quindi y=> cetite;

i=1
e lintegrale generale di & = Ax siscrive P (Zf;l cie*itei) =" ettt

Piu in generale, supponiamo che A abbia n autovalori semplici, diciamo ¢ au-
tovalori reali y;, ¢=1,...,9 e 2p> 2 autovalori complessi, ¢+ 2p=n
(notiamo che se A = a + i3 é autovalore complesso allora anche A\ = a — i3 lo
é, perché A é matrice di numeri reali e quindi il suo polinomio caratteristico é a
coefficenti reali).

Siano Aj, A\; j =1,...,p gli autovalori complessi e p;, i =1,...,q gli autovalori
reali di A. A tali autovalori corrispondono n autovettori linearmente indipendenti,
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diciamo v/, %/, j=1,...,p, u', i=1,...,q: notiamo che mentre u’ € R,

V=&, &) € R" sono vettore in C" e compaiono in coppie complesse

coniugate giacché ~ Av! = \jo! < A =\, Siha

Afj + ZAUJ == .AUj = )\jvj = (Oéj + Zﬁj) (fj + ZT]j) = Oéjfj - ﬁj’l]j + Z(ijj + ijnj) =
AG =i =y, Ay = Bigl + agp

Sia ora P = (51,7]1,...,§p,np,u1,...uq)

la matrice (n x n reale) avente le prime 2p colonne formate dai vettori parte reale
e coefficente dell’immaginario degli autovettori corrispondenti ai \; e le rimanenti
q colonne formate dagli autovettori reali. Ovviamente tali vettori sono linearmente
indipendenti e quindi P é invertibile. Mostriamo che

PIAP =

(alel - B1€27 6161 +aseg, ..., apep — Bpep—l-l: 6pep + apepr1,  H1€2p41, - - 7Nq€n)

(P~YAP ¢ qui, come altrove, descritta come n-upla di vettori colonna). E questa la
forma canonica di A in presenza di autovalori distinti, reali o complessi.
Verifichiamolo:

P lAPe, = P 1A =Pt (04151 — 51771> = e — Pies

P_lAPGQ = 73_1./4771 = P_l (5161 + (Jé17’]1> = 5161 + ape9

e cosi via fino alle colonne di posto 2p — 1 e 2p.  Per le altre si trova invece
Pl APegy i = picopri

Posto y = (7,&,n7) € RTx R? x R?, il sistema gy =P ' APy sidisaccoppia nelle
g equazioni e nei p sistemi 2 x 2

ni = Bi& + aym;

le cui soluzioni sono

X (t) = et (JZJ<0) COS ﬁjt —Yj (0) sin 6]t> Q
yi(t) = €% (y;(0)cos f;t + x;(0) sin f;t) @
Ecco 2p + ¢q soluzioni che, come si vede subito, sono a Wronskiano diverso da zero

e quindi formano un sistema fondamentale per il sistema in forma canonica e che,
applicando P, fornisce un sistema fondamentale per & = Ax.

x; = 2;(0)er? e



SISTEMI LINEARI NON OMOGENEI
LA FORMULA DELLA VARIAZIONE DELLE COSTANTI
Siano CLZ'j,bZ‘EO(R), i,jzl,...,n,A:(aij), b:(bl,,bn)

Sia T soluzione del sistema lineare non omogeneo
t=Ax+0b (%)

Allora , se N = KerL é lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
associato & = Ax, si ha che

reN = @+z)=AF+2)+b = T+NC{z:i=Ar+b}
Viceversa, se  y é soluzione di (xx), allora
J=Ay+b = (Y-T)=Aly—-7) = yeT+N
e quindi
{r:2=Ar+b} =T+ N  (integrale generale di) (xx)

Vogliamo ora dare una formula per ottenere una soluzione particolare del sistema
non omogeneo a partire da una matrice fondamentale per il sistema omogeneo as-
sociato; in effetti, troveremo 'integrale generale di (x*). Sia X matrice principale
del sistema lineare omogeneo associato = = Azx. Allora

i=Ar+b, 2(0)=z0 = X b=X'i-XTAr=

=X+ (X Da(t) = ﬁ = X 'z(t) = X0)x(0) + /X’lb dr =

— 2(0) + /X*lb dr = () = Xwo+ X/X*l(r)b(T) dr)

¢ .
Verifichiamo che tale z(t) é soluzione: < <Xx0 + X [ X (7)b(T) d7'> = Xzo+
0

X / XY )b(r) dr + X ()X ($)b(t) = AX (xo + / XY (7)b(7) dT) tb=Az+b

Quindi, se X(0) = Zd, la soluzione di (xx) tale che z(0) = xy é data dalla

t
x(t) = X(t) (xo + /X_l(T)b(T)dT> formula della variazione delle costanti
0



FORMULA DELLA VARIAZIONE DELLE COSTANTI.
UN ESEMPIO

oscillazioni armoniche forzate

Ftx=ft)

Posto p =, Iequazione si scrive equivalentemente, in forma di sistema,

p
—z+ f(t)

La matrice principale del sistema omogeneo associato é

X(t) = < cost sint ) mentre X_l(t) _ ( cost —sint )

—sint cost sint cost

Dunque I'Integrale Generale della equazione non omogenea é
x(t) \ [ cost sint z(0) . /t cosT —sinT 0 drl —
p(t) )]\ —sint cost p(0) o \ sinT cosT f(7) =

_ ( cost sint > ( (0) > N —gf(T)sianT

_qi t
sint cost f f(T) cos Tdr
0

e quindi
t t
x(t) = x(0) cost + p(0) sint — cost/f(T) sinTdr + sint/f(T) cos Tdr (IG)
0 0

Osserviamo che le soluzioni dell’oscillatore armonico (cioé con f = 0) sono tutte
27 periodiche. La situazione é ovviamente diversa in presenza del termine forzante

f#0. Da (IG) si legge che

- se f non é 27 periodica le soluzioni non sono piu periodiche

2
-se [ é 2w periodica le soluzioni sono periodiche se e solo se [ f(7)cosTdr =
0
2

[ f(r)sintdr = 0.
0



ESERCIZI

1. [?, p>1¢écompleto; [* é completo.
1/2

b
2. C([a,b],R), munito della norma ||f|ls = | [ |f(¢)|*dt non é completo.

3. Sia Cy; lo spazio vettoriale su C delle funzioni f : R — C continue e
27 periodiche. Allora || f|le := sup|f(t)| é una norma su Cy,, che, munito di tale
teR

norma, risulta completo.
1
3

Inoltre, || f]l2 = (}r ]f(t)|2dt> ¢ una norma su Csy, e vale Cauchy-Schwartz:

|/fmeMS(/uwm@ (/mmwg

E rispetto a tale norma C5; non é completo.

4. (i) Provare che Cy(R) dotato della norma della convergenza uniforme
| fllooc = sup, |f(x)| non é completo.
Provare poi che V' := {f € C(R) :  f(2) —z/»00 0} dotato della norma della
convergenza uniforme é completo, e che Cy(R) é denso in V.

(ii) Provare che C§°(R) dotato della norma della convergenza in media || f||; =
S |f(#)|dt non é completo.
R

Provare che ||.||; non é una norma su V.
Provare che ||.||; é una norma in W:={f € C(R): [g|f| < oo} e che W, dotato
di tale norma, non é completo.

5. Sia k€ C([a,b] x [¢,d]). Per ogni f € ¢([a,b]) la funzione

(1)) = [ k. 0)f(x)da

é, in virtu del teorema sugli integrali dipendenti da parametro, una funzione continua
in [c, d]. Inoltre

b
ITf =Tglloc = sup | [ k(z,t)[f(x) - g()]dz| < ((M sup Ik(ﬂ%t)|> 1f = glloo

z€lab]) €la,b]x[e,d])

Dunque 7" é una funzione (lineare) e Lipschitziana (e quindi continua) da C([a, b], R)
a C([c,d],R) dotati della norma della convergenza uniforme.



APPENDICE: RIDUZIONE A FORMA CANONICA
autovalori multipli

Abbiamo osservato ch se P é matrice invertibile e Y%, ¢y’ ¢ Integrale
Generale di y = PAP 'y, allora

Z cﬂ?yi
=1

¢é Integrale Generale di & = Axz. Si tratta allora di trovare una matrice P che
riduca A nella forma pit semplice possibile, la sua forma canonica.

Cosi abbiamo proceduto nel caso diagonalizzabile. Si pu6 procedere in questo modo
anche quando, a causa della presenza di autovalori multipli, fosse impossibile dia-
gonalizzare A (ricordiamo che anche in presenza di autovalori multipli A pué avere
n autovettori linearmente indipendenti e quindi essere diagonalizzabile: é questo il
caso se A é simmetrica).

In tali casi la forma canonica risulterd peré piuttosto complicata (forme di Jordan).

Ci limitiamo a considerare il caso
A ha un solo autovalore, reale, cui corrisponde un unico autovettore.
Cominciamo dalla situazione pii semplice, cioé n = 2.

Sia dunque A zero di molteplicitd 2 (molteplicita algebrica di A\) del polino-
mio caratteristico di A, matrice 2 x 2 . Se la molteplicita geometrica di A,
ovvero dim (ker(\A — A\Z)) é uguale alla molteplicitd algebrica di A (cioé é 2) cioé a
A corrispondono due autovettori linearmente indipendenti, allora A é, come sopra,
diagonalizzabile.

Supponiamo quindi che A abbia un unico autovettore v. Ci6 implica che
Im(A—-)\T)={heR?’: JuecR?® taleche Au— \u=h}
é un sottospazio di dimensione 1:  Im (A —AJ) = {tu: t € R} per qualche u # 0.
Di piu,
Im(A—-\T)={tv: t e R}

Questo perché
Av—du=tu= Au— (A +t)u=0

e quindi ¢t = 0 (A é I'unico autovalore !) e quindi v é un multiplo di v ( v é I"unico
autovettore ). Dunque

Ju:  Au—Au =, u € Ker(A— \T)?
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u si dice autovettore generalizzato. Sia ora
P = (v,u)

la matrice avente per colonne ’autovettore e ’autovettore generalizzato; ovviamente
P ¢ invertibile. Si ha

Pl APe; = P Av =P v = Ae;
Pl APe; = P Au =P (Au+v) = ey + €3

Dunque
PLAP = (Ney,e1 + Aes)

E questa la forma canonica di A. 1l sistema associato a P~1AP é
T=Ax+y, U=y

Una soluzione di tale sistema é

—At)

Una seconda soluzione é y = e e quindi  (ze™™)" = 1 e quindi z = te*. Tali

soluzioni

e)\t At

At
) ) Y = ¢

Ty =e€ y1 =0, Ty =1

sono a Wronskiano non nullo e quindi formano un sistema fondamentale. Dunque
un sistema fondamentale per & = Ax é dato da

P (e”el) =My, P (te”el + e”@) = teMv + eMu

Argomenti analoghi si applicano al caso piu generale in cui la matrice n x n A
ha un unico autovalore A\ ( avente quindi molteplicita algebrica n) avente
molteplicita geometrica 1, cioé Au = Au ha una sola soluzione u; ( a meno di
multipli).

La proprietd chiave (che sussiste in effetti senza ipotesi sulla molteplicitda geometrica
di A e che diamo senza dimostrazione) é la seguente:

(" Ker(A—\I)"=R" ("
1. Una conseguenza di (!) é che
Ker(A—=XD)" = Ker (A= XD)""' =  Ker(A—XD)"=R"
Infatti,

we Ker(A=XD)"? = 0=(UA-XD""? W)= (UA-2D)" (Au— ) =
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= U=XD)"(Au—Iu)=0 = wueKer(A-=XD)"" = Ker(A— )"
2. Una conseguenza di  dim [Ker (A— )] =1 é che
(+)  dim [Ker (A—\D)*""] = dim [Ker (A= AD)*] +1
se  Ker (A— \I)" ¢ sottospazio proprio di Ker (A — AT)*"' .  Infatti, da
Ju (A=XD* M (w) =0, (A=XD)"(u) £0

segue

0=A-XD)"" W) =(A-I\)(A-XD"(v) = (A-I\D)"(au) =1
per qualche o # 0. Ugualmente

A= XD @) =0 = (A-XD)"(u)=u

per qualche 8 # 0 e quindi  au+ fu € Ker (A — /\I)k.
In particolare, da (!) e 1., segue che allora (+) vale per ogni k < n.

3. Una conseguenza di 2. é che
(A= AT) [Ker (A= \TD)"!| = Ker (A - \T)*

Intanto,
uwe Ker(A=XD)"' = (A= AD)F (Au— ) =0

cioé (A—M\I) [Ker (A— )\I)kﬂ} C Ker (A—\T)". Poi, usando 2.,
dim[Ker (A—XI)] =1= dim {(.A — A1) (K@r (A— /\I)kﬂ)] =

= dim | Ker (A= XI)*"'| = 1 = dim |Ker (A = \T)"]

Da 3. segue che esiste us tale che Aus — Aus = uq, e poi, iterando, per ogni k < n
esiste ugy1 € Ker (A — )\I)k+1 tale che Augyq — A\ugyq = ug.
Sia ora

P=(up,...,up)

la matrice avente per colonne l'autovettore u; e gli autovettori generalizzati
ur k=2,...,n. Siccome

73_1./47361 = P_lAU1 = 7)_1)\U1 = )\61
P lAPe, = P Au = P g +up—1) = e + ey, k=2,....n
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concludiamo che
PYAP = (Nei, deg +e1,..., en +en1)

ove P~LAP ¢ descritta come riga di vettori colonna. E questa la forma canonica
per A.

Ora, il sistema differenziale associato a P~1AP é

=M1 +%, Y=Ao+Ys, .. L Un—1= AYpn—1+ Un, Yn = AUn

Iterando il calcolo effettuato nel caso n = 2 troviamo per tale sistema le n soluzioni

(M 0, , 0)
(te e 0,......... , 0)
(t2€)\t, teAt, )\t7 O’ , 0)
(t"_le’\t 2N e)‘t)

Tali n soluzioni hanno Wronskiano evidentemente diverso da zero e quindi formano
un sistema fondamentale da cui, applicando P, si ottiene un sistema fondamentale
per & = Ax.

Base di autovettori corrispondenti ad autovalori distinti. = Mostriamo
qui un fatto usato in precedenza, ma ben noto: se una matrice n x n complessa A
ha tutti gli autovalori distinti allora ammette una base di autovettori.

Sian =2esia AL =X, An = un. Se £ = an, allora
N=A=aAn=aun=p§ = A=u
Supponiamo, induttivamente, che ’affermazione sia vera per le matricin—1xn—1.
Siano AL = N\, &0 #0, j=1,...,ncon \; # ), sei # j. Supponiamo che gli &

non siano linearmente indipendenti, diciamo £" = ?;11 ¢;&. Possiamo supporre,
eventualmente sostituendo ad A la matrice A — A\, Z che A\, = 0 e quindi

n—1 n—1
0=A¢" = Z cjfj = Z cj)\jfj e quindi gli & sono linearmente dipendenti
j=1 j=1

contraddicendo 'ipotesi induttiva.

13



