AM120 2014-2015: I Settimana
DERIVAZIONE

1. Derivabilita e derivata Sia f: A — R, (zg—0d,20+0) C A; f sidice
derivabile in x( se esiste, finito, il limite del rapporto incrementale:

i FE0 D) =S 0) ) = )

h—0 h T—T0 T — g

In tal caso tale limite si chiama derivata di f in z e siscrive f/(z0), L(20), (Df)(0).
Se f'(z) esiste Vo € A, la A >z — f'(x) é la ’(funzione) derivata’ di f in A.

Esempi
Se f(x) =c¢ Vz,allora f'(x) =0, Vz. Infatti, w =S =0.
Se f(x)=¢e",¢é f'(z)=e¢". Infatti ew+f;;em = e’ (ehh*l) —h—0 €.
Allo stesso modo:  (e7*) = —e ™.
h
Se f(z) =logz, ¢ f'(xr)=2. Infatti log(“f,?*logx = log(?m) —hs0 1 -
11
Se f(x)=12,6 [f(z)=—2%. Infatti = cho — o _:713 :
e ’ o : sin(z+h)—sinx __
Se f(r) =sinz, é f'(x) =cosx. Infatti “=5—"% =
sinz cos h 4+ sinhcosz — sinx . cosh—1 sin h
5 = smxT + cosx A —h_s0 COST
_ 4 _ . : cos(x+h)—cosz __
Se f(z) =cosz,é f'(r)=—sinx. Infatti === =
cosz cosh —sinhsinx — cosx cosh —1 . sinh _
h = cosg—— —— — silT—— =0 —sinz
(i) La funzione f(z) = |z| non é derivabile in z = 0. (ii))  Se

f(z) :=a?xq(z), ['(0)=0ed f'(z) nonesiste se x # 0 (xq =1in Q, xr\q = 0).

NOMENCLATURA  Ricordiamo che una funzione w : (zo — 6, xo+J) — R si dice
infinitesima in g, e si scrive w(z) = o(1) in zg se Ve > 0,30 = J. : 0 < |z — z¢| <
d = |w(z)| <€, ovvero se w tende a zero al tendere di x a .

Si dice anche che w é un infinitesimo rispetto ad h (o di ordine superiore al primo)
in zero, e si scrive w = o(h), se hII(lJ wh) — 0, ovvero se w(h) = o(1)h.



2. Continuita e differenziabilita delle funzioni derivabili

Se f e derivabile in z( , allora f é differenziabile in zy, ovvero

R(x) := f(zo + h) = [f(xo) + f'(x0)h] = o(h)

In particolare f € continua in x,. La funzione lineare di R in se,

df (xo) : h — f'(zo)h
si chiama differenziale di f in zp. Notiamo che df (z() é I'unica funzione lineare
che approssima f(zo + h) — f(x¢) a meno di un infinitesimo di ordine superiore al
primo. Infatti

f(xo+h) = fxo) = ah+ho (1) = f'(x0) = }llm}) Atz
%

)10 — lim[a + o(1)] = a
3. Derivate di somme, prodotti...

(somme e prodotti) Se f, g sono derivabili in z,, allora lo sono anche f+g¢, fg, e
(f +9) (o) = f'(w0) + g'(20)
(fg),<xo) = f/(xo)g(xo) + f(xo)g,(x())
Infatti,

(f +9)(@) = (f +9)(x0)

@ =S | 9@ =) )+ ()
Jigg YOO = UG _ i o) =S 0) )90 o)

r — 2o
= ['(xz0)g(x0) + f(x0)g'(xo0)
Se f(x) =x", f'(x) = na™ . Prova: per induzione.
2. Ricordiamo che sinhz := ==, coshz := “£—.  §i ha:
(sinhz) := “£= = coshz (coshz)’ = sinh z.

Esempio. 1.

Pit avanti proveremo la formula

(quozienti)  Se f, g sono derivabili in x, e g(zo) # 0 allora lo é anche g e
f f/(‘ro)g(xo) — f(xo)g/(x )
(5)'(%) :

9(z,)



Esempi.

: 2 )
_ sinx __ cos®x+sin“x __ 1 _ 2
Dtanz = Dcosm - cos? T cos?x L +tan”z
_ sinhz _ cosh?z—sinh®z __ 1 _ 1 _ 2
Dtanhz = Dcoshz - cosh? T cosh?z T 1 tanh” z

4. Derivata di funzioni composte: la regola della catena
Se g é derivabile in z e f é derivabile in g(x), allora f o g é derivabile in x e
(f o g)(z) = ['(g(x))d (z)
Prova. Usando prima la differenziabilita di g e poi quella di f, troviamo
flg(z+h)) = flg(z)+g'(@)h+e(h) = f(g(x)+ [ (g(2)lg' (@) h+e1(h)] + e2(k(h))

ove ¢e1(h) =o(h), k(h) = ¢ (x)h + €1(h), e2(k) = o(k). Siccome

lim = ¢/(2) e quindi Jim 2000 = Tim 2 im0 =0
concludiamo che  f(g(x + h)) = f(g(z)) + f'(9(x))g (x)h + o(h).
1 / !, !
Bsempi.  (;f =—4;  (Ly =TIy gy
(el = el (nfy = Dsin(f(x)) = cos(f(2)) Df (x)

Sia f>0. (f9) = (e?¢)Y = f9(glog f)’ equindi,se g:=a, (f*) =af*'f

5. Funzione inversa: derivabilita e derivata
Sia f iniettiva in (a,b), f~': f((a,b)) = (a,b) la funzione inversa. Allora:
(i) se f é continua in (a,b), f~1 é continua in f((a,b))

(ii) se f é derivabile in x, con f’(z) # 0 allora f~! é derivabile in y = f(x)

e (f7) (wo) = U0



Prova
(i)  Continuitd: da f continua e iniettiva in (a,b) segue che f ¢é strettamente
monotona in (a,b), diciamo strettamente crescente; ma allora, fissato  yo = f(xo)
zo € (a,b), € > 0 tale che (zg—€,z0+¢€) C (a,b), risulta  f~1((f(xo—€), f(xo+€)))
= f((xo— €, z0 +¢€))) = (xo — €,70 + €) e quindi f~! é continua in y.

(ii)  Derivabilitd. Se h é piccolo, da k = k(h) := f~'(y + h) — f~'(y) — 0 per
h — 0 e dalla derivabilitd di f in z = f~!(y), segue

y+h = f(f7Hy+h) = F(f ) +k) = @) (@) +e(R)]k,  e(k) =0

e quindi, dividendo per h, e dato che h — 0 = k(h) — 0 = €(k(h)) — 0, troviamo

() = lim & = b [ ) + o)) = [ )

h—0 h h—0

Alcune funzioni inverse e le loro derivate

Se f(x) = 2™ x > 0, la sua inversa, f~!(x) = zw,x > 0 ha per derivata

B 1 1 1,
- DF(fH ) n(fT @) n

Pit brevemente, da  x = f(f~'(x)) e dalla regola della catena, si ottiene

Df!(x)

M=z = 1=e"(nz)=zhhz = (nz)=1

f(z) =tanz, ze(-%,5), [ '(z)=arctanz =
2 2 1
1 = Dtan(arctanz) = 1 4 tan“(arctanz) = 1 +2° = Darctanz = T
x
f(z) =sinz, ze(-%,%), f'(z)=arcsinz =
1 = Dsin(arcsin ) = cos(arcsin z) D arcsin x = \/1 — sin®(arcsinz) = V1 — 22 =
. 1 1
Darcsine = —— Allo stesso modo: D arccosx = —

N N
1 = (sinh(sinh ™' 2))’ = cosh(sinh ™" z))(sinh ™" x)’ =

1 1
(sinh ™' 2)’ = . Allo stesso modo:

B \/1 + sinh?(sinh ' ) Vi




1 = (cosh(cosh™' z)) = sinh(cosh ™" z))(cosh™" z)" = (cosh™* x)/\/coshQ(cosh_1 x)—1

= (cosh™ ' 2) = ———
x?—1

6. Derivata a destra, a sinistra

Sia  f:(xo—d,z0+9) — R.
Se esiste il limite, a destra, del rapporto incrementale:

li L0 = f@o) _ gy S@) = Slo)

h—07+ z—ad Tr—Xo

fﬁr(fo) :

chiameremo tale limite 'derivata a destra di f in zy’. Analogamente si definisce
(se esiste) la derivata a sinistra, indicata f’ (z¢), . Evidentemente f é derivabile
in z( se e solo se f ha derivate finite a destra e sinistra e queste sono uguali.

Esempi.

S f(x)=lal FL0)=1, f(0)=-1,

Se  flx)=/lz|  f1(0) = +oo, f1(0) = —oc.

7. Funzioni di classe C!

Sia A aperto (cioé Vo € A3§ > 0: (z —d,2 +J C A). Una f si dice derivabile
in A se é derivabile in ogni punto di A. Resta in tal caso definita in A una nuova
funzione, la funzione derivata prima, f’. Se poi f’ € C(A), ovvero f’ é continua in
A, si scrive f € C'(A) e si dice che f ¢ di classe C' in A.

Una funzione derivabile non é in generale C'. Ad esempio

f(a:)::xQSini, se x#0, f(0)=0

2 1
¢é derivabile con derivata nulla in z = 0 perché lim [@=JO — )y T —
z—0 x z—0 T
mentre ] ] ]
— [#*sin =] = 22 sin — — cos —
dx x x x

non ha limite per x tendente a zero.



COMPLEMENTI ED ESERCIZI

La funzione esponenziale
Ricordiamo che

1 n 1 n+1
2<an:—<1+) <bn:—(l+) <4
n n

ed ap,b, sono, rispettivamente, strettamente crescente/decrescente, e, siccome
7 —n 1, an,b, ammettono entrambe limiti finiti e tali limiti coincidono. Tale
n

comune limite é il numero di Nepero e:

() e i)

. . . . . n
Esercizio.  Provare, con argomenti di monotonia, che (1 + %) —, €7 Ve Q.

Lemma. le® —e¥| < 6eM |z —y Ve,y e Q, z,y < M, |z —vy| <1
Infatti, ¢t€[0,1] = 3dneN: te(#l,%] =
1 1+% 1 3 6
0<et—1§ei—1§<1+> —1<(1+-)P2-1<2< < 6t
n n n-_ n+1

e quindi, supposto, come lecito, che y < z, troviamo 0 < e —e¥ =¢¥(e" ¥V —1) <
6eM(x —y) se x—y<l1.

Da ci6 segue che la funzione e”, z € Q é uniformemente continua in (—oo, M| per
ogni M ed é quindi prolungabile con continuita sulla chiusura di Q, cioé su tutto R.

ESERCIZIO. > L= Tim (1+1) B (binomio di Newton!)
I\n _ < n 1 &1 L n_ (n—k)(n—k—1)..n
(I4;)" = 1;::0 MR nfF < ]EOH perché ol = s <1

o , T
e quindi limsup(l+—)" <) —
n n = n!

no no
- 1 L1 - 1 1
Viceversa, n>mng = (1+3)" > kZ::O e = liminf,(1+2)" > ];::0 2 Vg

perché — (Z!_k)! =(1-3Ha-2)...1-E)—>, 1 Quindi



Una rappresentazione della funzione esponenziale
o0 x'ﬂ
e’ = Z — Vo e Q
n!
n=0

. . . . X CL’n .
Per il criterio del rapporto, la serie 3> %7 converge assolutamente per ogni

n=0
z € R. Detta s(xz) la somma di tale serie, proviamo che s(z) =¢* Vo e Q.

Cié sara conseguenza della
Prop. s(z+y)=s(z)x s(y) Ve, y €R.
che a sua volta é conseguenza del

Lemma (Prodotto secondo Cauchy).

Z’xn|+2’yn’<+oo = Z’ ijyk\<+oo e
n=0 n=0

n=0 j+k=n
D020 miy) = Q) (O va)
n=0 j+k=n n=0 n=0
S n binomio di Newton 2 n ;
Infatti : s(r+y) = 5 @l binomio & Newton 3~ C DY TL'W y*) =
n=0 n=0 jt+k=n

DY ) = () = s xsy)

. 4!
n=0 j+k=n n=0 J° n=0

Deduciamo ora dalla Proposizione che ¢e* = ioj L Vx € Q. Dalla Prop.:

s(l)=e = s(n):s(il):ﬁs(l):e" VpeN

1 1 m 1 m
S =s)=e = s()=er equindi s(o) =[] = e
Dunque e* = ioj ‘% Vr € Q e l'uguaglianza si estende a tutto R per la
n=0 "

densitd di Q in R e per la continuitd di e*, x € R e di s(z) (cosa questa che
vedremo piu avanti).



Prova del Lemma

' N N
Siano SN =Y Zn, oN = Y. wy,
n= n=0
N
pv =YY zjwg) =
n=0 j+k=n

= zowo+ (2owy + 21 wp) + ...+ (zown + 21 WN_1 + ...+ 2y_1 W1 + 2y Wy) =
= zo(wp+wi+...+wy)+ 21 (wo+ ... +wn_1)+ ...+ 2y wp

Dunque
|svon — pn| =
|20 (wo+. . .+wy)+21 (wo+. . .+wy)+. .. +2v_1(wo+. . .+wy)+ 2y (wo+. . . +wy)—

[20 (wo + w1 + ... Fwy) + 21 (Wo+ ... Fwy—1) + ...+ 2n-_1(wo + wy) + 2x5 wol| =

=|z1wn + zo(wy_1 +wy) + ...+ aya(wa+ ... Fwy)+ 2y (w4 ... Fwy)| <

<

j
2] | > wn—jl
=1

n
<2
j=1

N j
+ Y {|Zj| 1> wn—jtil
=1

j=n+1

n o0 o N
SISkl | X | S | X e wim (3,

j=1 k=N—n+1 j>nt+l k=1
Da

o0 o0

Z |wk| —Noto0 0, Z |Z]| —Nostoo 0 Z |Z]| < +00, Z |w’€| <0
k=N—[5]+1 iz[5]+1 7 k=1
segue  |syon — py| DNo10e 0 e quindi lij{[npN = lij{[nsN oN.



