2013-AM120: Settimana 12
INTEGRALI E SERIE

Sia f :— [1,+00) localmente integrabile. Dalla additivita dellintegrale:

+o0 ntl j+1 j+1

[ = / 7] = gmooz/ 7] =j§/ 7]

1 J= j

+oo j+1
Dunque | f| é integrabile su [1,4+00) se e solo se la serie > [ |f| converge e

J=1j
=% [
1 =15
z [x] T [z]-1 j+1 T . .
Analogamente,da [ f= [f+[f= > [ f+ [ f, segueche féintegrabile
1 1 [x] Jj=1 [z]
+o0 j+1
in senso improprio su [1,+00) sse la serie Y. [ f converge, e in tal caso
=1
+oo 0o Jt1
[r=% [
1 =15

Il caso di funzioni non negative e decrescenti
Proposizione Sia f > 0 non crescente (e quindi localmente integrabile) in  [1,400).

Allora
+oo

& Zf(j)<+oo o /f<+oo &

1

n

n+1 +oo n+1

& SO+ ) = [ f@de+ (f(n)—/ f)+0(f(n+1)—f(00>) .

1 1

Prova di & Segueda  f(j+1) < jflf < f(j), VjeN.

Prova di & Da f(j+1) < jfl f < f(j) Vj € N segue che la serie
j

400 n+1
> ( fn)— | f ) ¢ a termini positivi. Inoltre tale serie converge, perché
n



B (=) < B - 16 0= s 1) = fo) = ol
Dunque & segue da

n gt
PO+t f) = [ flayde £ ) (f(j)/ f)
NOTA. Se fi(1)=0, f1 >0, f/<0 in][l,400), allora

z+1
posto f(z):= fl(a:—i—l)—/fl(t)dt, 6 f>0,f <0 in [l,+00) glacché

z+1
Helr,o+1]: flx)=filz+1)— [ filt)dt = filz+1)— fi(§) = 0 (Teorema
della media e monotonia di f;) mentre TFC, Lagrange e monotonia di f; danno

Helpz+1]: filx) = file+1) —[filz +1) - filz)] = filz +1) = fi(§) <0
Quindi & si applica ad f ottenendo

n

LY ) fi(D) + ...+ fi(n) :/ dﬂf‘i‘z (f1]+1 /f1)

1

J

[h@de + 3 16) & [ e + [ f@dr + cro) a4

+o00 n+1
ove c¢:= Yy (f(n)— / f), o(l) := f(n+1) — f(o0).
ESEMPI di uso di &

+o0
1. Sia  f(z) = &.  Siccome [ —=dx < +oo se e solo se r > 1 la serie
1

(armonica generalizzata ) >, # converge se e solo se r > 1.

+oo

2. [ =% _ < 400 se e solo se r > 1, e quindi la serie 3, converge
2

1
z(log )™ n(logn)"

se e solo se r > 1.
La formula & pué essere utilizzata per stimare:

I) la rapidita con cui diverge la somma parziale di una serie divergente
II) la rapidita con cui converge a zero il resto n-esimo di una serie convergente.



ESEMPI di uso di &

M=
e

1. Comportamento asintotico di

e
Il
—_

1 1 1
Iy>0: 1+-+...— =logln+1) +v + O(—)
2 n n

(v == f:o(l — log ™) < 400  si chiama costante di Eulero-Mascheroni)

1 n n

2. Comportamento asintotico del fattoriale (formula di Stirling):

nn+% 1
n! = (\/27T+O())
er n
n+1
1. Sia f(z) = 1, cosicché 1+ +.. 4L = f()+...+f(n) = [ L4+7y+0(}) =
1
log(n+ 1)+~ + O(2).

2. Proviamo, usando &, che

nlem

b € (0, 400) : —— o b
n"ts

Si ha

logn! =log2+...+logn = fi(1)+...+ fi(n) ove fi(z) :=logz

E  f1(1)=0, f{>0, f/<0 equindisipué applicare & :

logn! = /fl(x)da: —i—/f(a:)dx + c+o(1) ove fi(x)=logx

1
f(x) = log(x+1) — /logtdt =1 - a:log(1+g) >0, Vr>0
Siccome flog(x)dx = nlogn —n+1, siha intanto
1

logn! = nlogn—n—i—l—i—/f(x)dx + ¢+ f(n) — f(o0)



Per stimare [ f(x)dxr  osserviamo che la formula di Mac Laurin per log(1 + s)
1
fornisce, per x = i grande,

f(x)zl—xlog(l—l—i):l—xl—1+O(1) :2196—1-0(;2) (%)

r 222 x3
equindi  f=0(), f(z)—5 =0(z%) perx— 4oo. In particolare  f
é assolutamente integrabile su [1, +00) e, piti precisamente, [ |f(z) — =]dz < <.

Ma allora,

[ e = [ Laos [1560) - Lyao = togvii+ [(5w) - Ly + o

Riassumendo, esiste una costante C' tale che
1
logn! = nlogn —n+logv/n+C + O(-)
n

e quindi

n :enlognfnJrlog\/ﬁ 604’0(%) — M (€C+O(1)) b;:e = lim n!e”
en n nony\/n

Un calcolo esatto di b si pud ottenere usando la formula di Wallis, che assicura che

ey 10d)

per cui b= =

=

(n[)Q 2n y <2n)2n+
n2n+1 (277/)'62n

lim
n

Vvn (2n)! ny/n (2n— 1)N12n!!

n+1

Esempio di IT) ~ Sia f integrabile. Da & :  Y7_, f(j) = [ f+c+O(f(n))
1
segue che Y-, f(j) = J7° f + ¢ e quindi

] = \/éli;ln M _ \/ilim (2%”)2 _ \/ﬁ

o0

S rG)= [+ otrm)
jzn n+1
ESEMPIO. Sia r > 1. Allora an% = = 1)” —— + O( -).
Esercizio. Provare che Je¢ > 0: s Wgn = log[log(n +1)] + ¢ + o(1).



INTEGRALI IMPROPRI PER FUNZIONI NON LIMITATE
e/o
SU INTERVALLI NONLIMITATI

Sia a > —oo, f integrabile in (a,b — J] per ogni § piccolo. f si dice integrabile
in senso improprio (o in senso generalizzato) in (a, b] se

T b x
lim / f esiste finito, e /f = lim / f

r—b— rz—b—

é l'integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, b].
b

Definizione analoga di [ f se f é integrabile in  [a+ §,b), b < 400 per ogni §
piccolo.

Poi, dato un intervallo aperto (eventualmente illimitato, superiormente e/o inferior-
mente) I, xg € I, f integrabilein  (infI,z9—0] edin [zo+d,supl) per ogni
d piccolo, diremo che f é integrabile in senso improprio su I se lo é in  (inf I, (]
ed in  [xg,sup /) e scriveremo

sup sup I
[r= o]
inf I inf I o
ESEMPI .
1 +oo
a) [&dt < 400 & a<l, fﬁTZ:—i—oo Va
0 —00
400 R VR
dx _ : dx _ 2dt
b) ({ T = T Infatti, 5f(1+m)ﬁ = fém

+o00
dzx _
Q(arctan\/g — arctan \/F) = Of (o) va 11m6—>0(11mR_>+oofW) =m.

1 too —z2 e 17! X
c) Integrale di Gauss: (J)’O e~ dr)? = ( E)f rdt)? = g’ (chw =7
La prima uguglianza segue dalla paritd e dal cambio 22 = t. Per vedere la seconda,

2
+oo _,

osserviamo che, usando il cambio t:= 76, troviamo che < J %dt) =
0

[ o= [ )= [ (o)
?FUBINI? / (/ (1+9) ) / ( —T(1+9)d7) do — 0/(14—0199)\/5

0




¢) falz) = Sin(ltZgQ D te(0,1] ¢ assolutamente integrabile se a < 1, integra-

1
bilesea=1, e [|fa]=400sea>1
0

log? ¢

Infatti, effettuando il cambio log t = x, I'integrale (su [e, 1]) diventa [ Si%e(a_l)ﬁd:ﬁ.
0

Se a < 1, il decadimento esponenziale assicura assoluta integrabilité Se a =1, si

sinz

vede che il limite, per € che va a zero, esiste finito, mentre f \ ~|dr = +oo ( argo-
0

0o . 1
mentare come per [ *2£dxr). A maggior ragione, [ |f,| = 400 se a > 1.
0 0

d) (Integrali di Fresnel)) Sia f(t) =sin(5t?). f é integrabile in senso
improprio su tutto R perché, effettuando il cambio di variabile §t2 = s, si trova

.2
x 5L

1 smt

O/sin(2t2)dt = 7 | o

che ha limite (finito) per R che va all'infinito, come si vede effettuando una inte-
grazione per parti. Di piu, tale limite é positivo. Infatti, usando il cambio s :=t—,
si trova

+o00 (2k—1)7 2k
/Sl\;l_tdt—hmz / Sl\l/l_tdt / Sl\;td -
0 2k—2)m (2k—1)m

2k-1)m | 2k-1)m | (2k—1)m

" sint sin(s + ) > 1
lim / —dt + / sint l ] dt
! "fzzjl 2%k—2)7 vt (2k—2)r s kz::l (2k—2) \/— Vit
che é serie a termini positivi ed infatti convergente perche il termine k-esimo ¢é
0 +o0
maggiorato da ﬁ Siccome f é pari, é anche [ sin(3t*)dt = [ sin(5¢*)dt.  Si
—0o0 0

pud pit precisamente provare che

i s e s e sint T
i —tZdtzz/' T2)dt = 1 /715: T
_/ sm(2 ) J sm(2 ) : J i 5

Proposizione (condizione di Cauchy).
b T2
i) [ 1f] <40 & Ve>0,30.:b—0<ax1<a2<b= [ |f] <e

b T
(i) [ f esiste & Ve>0,30:b-0<z <am<b= |[ f| <e
a 1



Dimostrazione. (i) E la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per x
X i)
tendente a b da sinistra, di F\(z) := [ |f| glacché F(x9) — F(x1) = [ |f].
a X1

(ii) Come in (i)
Teorema del Confronto.

b b
(i) 3 >0: [f(x)| <g(x) Yre[b—0,b), [g < +o0 = [|f] < 4+

b b

(i) 30 >0: f(x) >g(x) >0 Ve e[b—0,b), [g =40 = [|f| =+
Corollario A. Sia f integrabile in [a, x], Vz <b.
(i) IM,6 >0, a<1: |f(z)] < # Ve e[b—0,b) = féintegrabilein [a, ]

(i) 3M,0> 0, : 1f@) 2 M Vaeb-6b) = [If] = +oo

Corollario B: integrabilitd e comportamento asintotico.

(i) Ja<1l: |z—=0*f(x)] 220400 ¢ < 00 = f integrabile

(i) : [(@—b) f(@)] ot ¢ > 0 = [ If] = +oo

a

PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE
Siano f, € C((a,b)), fu —n fin (a,b), —o0 < a < b < +00. Supponiamo che:

(i) la convergenza é uniforme su ogni  [a, §] C (a,b)

b
(i) g: |fulz)] <g(x) Vn,zcon [g < +o0 (equidominatezza)

b b
Allora liTan / fn = / liTan fn

Prova. Fissato e > 0, esistono a. < b in (a,b) e n. tali che

Qe

b
/g+/g§§’ sup (1) = f(0)] <

Vn > n.

[NRINe

t€(ae,be]



e quindi

(t)dt — / t)dt

Corollario

<2/g+2/g+/|fn _ |dt<2+5

fn € C(la,b]), fn—n [ uniformemente in [a,b] = lim / fo = / lim f,

n—oo n—0o0

NOTA. In generale, lim,, o ff fn # fa lim,, o0 frn.

Esempio 1. Sia f(x) := 5%, Siha che f.(z) :=nf(nz) = 1+§4x4 -, 0V e R
ma fol folz)de = [ f — J5° ffﬂ # 0 mentre fol lim,, o fr, = 0.
In questo esempio la f,, non converge uniformemente in [0, 1]. Converge peré uni-

formemente in [0, 0] Vé € (0,1). Evidentemente f,, non é equidominata.

+oo
Esempio 2. Se f € C'(R) ¢é limitata ed integrabile in R con [ f(t)dt # 0, é

+oo +oo
folz) == 7%Lf(Z) —, 0 uniformemente in R ma / fo(x)de = / f(t)dt #0

Evidentemente f,, non é equidominata.
Il limite delle derivate é la derivata del limite).

Siano fi, € CY(I), I intervallo aperto. Supponiamo fi, convergano puntualmente
a fin OI, e che f! convergano uniformemente a g in ogni [a,b] C I. Allora

fectn e f=g=limf

Dimostrazione. Il Teorema Fondamentale del Calcolo assicura che
falw) = falwo) + [ fi(t)dt
zo
In virtd della uniforme convergenza delle derivate, passando al limite si ottiene
flw) = flao) + [ gyt
zo

Ora, g, limite uniforme di una successione di funzioni continue, é continua. Per il

TFC f é derivabile e f' = g.



