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INTEGRAZIONE PER PARTI: FORMULE ITERATIVE

1. Se I,,(z) := [t" el dt, é Ii1(x) = 2"e” — nl,(x)
0
2. Se I,(x) := ft”_le_t dt, é Iy (x) =nl,(x) —a"e™™
0
3. Sp(x) = fsm tdt = (1-14)S, 5(x) — 2sin" " zcosw
0
Cn(z) := [cos™tdt = (1—2)Cpg+ Lcos" P wsinz
0
3 . o 7r 1 1 1 m 2n — 1!
tdt = -(1—-—-)1—-)...(1——) = = ——
Jy sin p U= =) = 5 o
2 1 1 1 2n!!
2 i 2n41
tdt =(1--)1—<-).. 1 —-——) = ——
f sm U=3)=5) 0557 =

Da cui la formula di Wallis:

T = [%””rx [1 +O(12)}, (2712””—\/%+O()

(2n —1) n n nn
4. Se ]n(flf) = Df (1+12)n dt, é In+1($) = %In + m
[ 7 L 7 _ L_Q _ xn72
5. Se I,(x) := Of e dt, é I(v) = "==1, 5 e
Esecuzione dei calcoli:
1. [teldt = —n [t" el +ame® 2. [the ldt =n [tV le ! — ae™®
0 0 0 0

xr x x
3. [sin™tdt = [sin" ' tsintdt = (n — 1) [sin" 2t cos® tdt — sin" ' xcosx
0 0 0

= n [sin"tdt = (n — 1) [sin" ?tdt — sin" ' wcosz . 4.: come 3.
0 0

4. of (1+t2)" Oftdt 1+t2 wdt + (1+1t2 |0 an (1+1t2 "+1dt + 1+x2)" -
T 1 T -
Qnof (1+t2)” - (1+t2)n+1 :> 2n f 1+t2 n+1 dt ( ) g‘ 1+t2 (1+.’l72)" .

— Fn—2 d 1 T3 - xn 2
5. In(z) = gt dt[n(lthz)%] Of 1+t2)2 n(14+22)%



INTEGRALI IMPROPRI

Integrali impropri (su intervalli illimitati), assoluta integrabilita.

Sia f € C([a,+00)) o, pit in generale, sia fX[q 1) localmente integrabile, di
modo che é definita in [a, +00) la funzione integrale  F(z):= [ f.  Diremo che f

a
¢ integrabile in senso improprio (o generalizzato) se esiste finito hIJ{l X f.
T—>+00

Se f é non negativa, F risulta, per 'additivita e positivita dell’integrale, non
decrescente, ed allora esiste (finito od infinito)

+O<>:hm/f

a T——+00
Se tale limite é finito la f si dice integrabile in senso improprio (o ’in senso

“+o00o
generalizzato’) o 'a integrale convergente’ su [a, +00) e scriveremo | f < 4oc.
a

+o00o
Se [ |f| < 400 diremo che f é assolutamente integrabile in [a, +00).

ESEMPI.
+00
d .
a) Of e = a+ IS 1+t2 :IEIllooarctana: =2z

b)  f(z) = = ¢ a integrale convergente in [1,+00) se e solo se o > 1, giacché
/xdt:l“l_a_ : e ! se a>1
1 t* l-a 11—« a—1

1

1

l

g
O
[
Q
A
—

— = — —
te 11—« 1l—« +

dt T 00
=logz "5 4+
1

c) +f0033”€_” = n! d) [
0 - 0 (1+t2)nT+2 T on
H 2n(6)dg = Cn—D!!' 7 _ 1 [z 1
) f (1+1t2)"+1 OfCOS (s)ds = =5 = 3y/u + O(ﬁ)
oo —$2 ™
f) g’ e de = T
i — gip?2 2 cosac dz
g) [ e fsinfwdr =g, f| dz < f o < oo




Teorema del Confronto.
. —+o00 —+oo
(i) 3R>a: |f(z)] <g(x) V>R, [ g < 400 = [ |f] < +o0

+00 +00
(ii)IR>a: 0<g <f Vo >R, [ g=+oc0c = [ f =40

x x x —+00
Prova. (i) [[fI<[g = sup [|f| < [ g < +o0
R R >R a

a

+o0o . .
(ii) Analogo: [ g = 400 <« sup [ g = +oo =sup [ f = +oo perché
a x>a a >a a
+o00
f > g per x grande e quindi [ f = +oo

Dal Teorema del confronto e dall’Esempio b), seguono subito

Corollario A.

(i) IM,R>0,a>1: |f(z)] <X Vo >R = |f|éintegrabile in [a,+o0)
(i) IM,R>0: [f@)] = M, Vo>R = +af°° f] = 4o

Corollario B: integrabilita e comportamento asintotico.

Sia f € C([a,+00). Allora

(i) Fa>1: z%f(z)] “25° ¢ < +o0 = f integrabile in [a,+00).

() zlf(@)] 25 >0 = ?o|f| = too

(i) Infatti, : 2*|f(z)] “=5° ¢ < 400 = |f(z)| < 2% per z > z,. Siccome

— ‘xla

a>1, f = fX@e4o0) T Xla,e]) € integrabile in [a, 4+-00). Analogamente per (ii).

Condizione di Cauchy per I’ integrabilita.

x xo
lim [ f esiste finito < | Ve > 0,3z, : 2. <x1 <mzo= | [ f| <€
x1

T—+00 g

Infatti, se  F(z):

Il
Q< —y

|, lim, , o F(z) esiste finito sse Ve > 0,3z, :

Z2
re<w <wy = [ |f=[F(w) = F(z)| <e



Assoluta integrabilita implica integrabilité

Segue da Cauchy: 1 <zy = |f fl < [ If]-
1

+00 +00
...ma si vede anche cost: f lf| = f ff+f <00 = [ ff<o =
+ - + M R - :
Jr= i [ = Jor - m [ = T T e
ﬁmto
Quanto sopra mostra come sia importante, per l’mtegrablhta d1 f , quella di
ft ed f~ (e quindi quella di [f|!): se, viceversa, f fr = f - =
+ - — + : ;
$1_1>I_POO [{ fr—1rf Igrfm af f xll}r_{l af f~ si presenta come limite in for
ma 1ndeterm1nata, e quindi non esisterd, in generale. Tuttavia, pu6 accadere che
+o0 +oo
lim f f esista finito anche se [ f* = [ f~ = 400 (e quindi anche senza
T—+00 g a a

che f sia assolutamente integrabile).

ESEMPIO 1. Sia f(z) = § (;}r)ln Xinn+1) (%) (cioé f é la funzione che vale

n:O

(n}r)l in [n,n+1)) allora f f= n:O n}r)ln (serie convergente) perché, se x > 1,

x [z] z [z]-1 /  1\n
O/f=0/f+[£f=§0§1j)l +o(1)

(][{] fl1< %[z] *2E8° 01). Poi, chiaramente, 0f|f| = n: — = F00.

ESEMPIO 2. Sia  f(x):= L\ (040 Allora
)T |t ar = i) lim [S20dt  esiste finit
(i) of |= | dt = +o0 (ii) x_l}Illoobf = esiste finito.
Prova di (i). Sia I :=[%,27], I,:=L+(n—1)7, sinz > ;Vze I, Vn.
E (I, = r VneN e [#f] > L Vg e ,. Dunque, per ognin,
+o00o nmw
sint 1 2 -
|——ldt > / S ( Y =, o0
0/ ; 2gm 3 Z::
Prova di (ii). Integrando per parti
z +0o0
[ sint cost cost . cost
Td —1 '[;2 dt— ; |1 —>—/t72dt+COS]_



perché |C°St|dt < +oo implica che esiste finito f costdt = Jim f cost dt

APPENDICE

Formula di Taylor con il resto in forma integrale
Sia ¢ € C*°([0, 1]). Allora, per ogni naturale n, si ha

" (n 1) 1
o) =90 +¢0) + 5 4 SR s [0 (),

1
Dimostrazione. Infatti, ¢(1) = ¢(0) + [ '(t)dt: (x); é vera.
0

Supponiamo (x),, vera. Mediante una integrazione per parti, otteniamo

1 1
_ 1 (1—1¢t)" (I—1t)"
1—t)" L™ (t)dt = — /—7 (1) (1) dt— WL =
—1>!0/( P =~y [ el
1
1 n, (n+1) L w .
=— [1=8)" (t)dt + i (0). Dunque (%),+1 ¢ vera
n! !
0
Deduzione della Formula di Wallis. Da
Son .—/O sin“*t dt = 5 onll Sont1 .—/0 sin tdt = ST
e Soy_1 > Son > Sopi1 (perché sinz < 1)  segue ‘;Z%: > %ﬁl >1 e quindi
m [2n — 1177 2n+1
1< = | =—= 2 1) <
=3 2n!!]<”+)— on

e quindi

r[on—111° 1 1 - omll 1711 1
] - o 5o (3 o
2{ 2nl! ] 2n+ (nQ) 2 [Qn—ll!] 2n * <n2>

Dalla formula di Wallis segue che

. (n|)2 22n _
A s =V
Infatti

e 150 - T 1) - B0 1100

5



L’integrale di Gauss

Calcolo , mediante la formula di Wallis, di :

+o0
(integrale di Gauss) / e do =
0

%

Cominciamo con la diseguaglianza elementare

1
(%) l—z < e ™ < , Vo >0
1+
La diseguaglianza di sinistra, valida per z = 0, segue da Le™—(1—z)] = —e™*+1 >

0, Vx> 0. La diseguaglianza di destra, equivalente a x — log(1 + z) > 0, segue da
diz—log(l+z)]=1-7-2>0, Vo >0.

Sostituendo x con z? in (*), elevando alla n ed integrando, si ottiene

+oo +0o0

/ _nxzd </ dx
¢ v= ; (L+a2)n

1
/(1 —2Hdr <
0 0

+oo
Effettuando il cambio di variabile x = ﬁ in [ e ™ dx, otteniamo

0

\/‘/1—:5 "dx<70 dt<\/_/ 1—|—x

+

Ricordiamo che + o

1—i—ac2

Inoltre, effettuando il cambio di variabile x = cost, otteniamo

s

1

2
2...2n I 1

1 — Qnd :/ ‘2n+1tdt: _ L

O/( )z ) 3...02n+1) s o)
ove 'ultima uguaglianza segue dalla formula di Wallis. Riassumendo:

“+oo
nmw 2 1 [ 2nm

— 1) < / dt < = 1
sangn T s Jerd s gy el

0

.. . . . . too o NG
Passando al limite per n tendente all’infinito si ottiene [ e * dxr = Y~.

2
0



