AM120: Settimana 10

DEFINIZIONE DI INTEGRALE ESTESO AD UN INSIEME

Sia A C R. Diremo che f ¢é integrabile su A se fxa € integrabile e scriveremo

/ f ::/ fxa (integrale di f su A)
A R
NOTA. Se f € solo definita in A, la intenderemo definita su tutto R con f =0 in

A :={zx:x ¢ A}.
Diremo che f é localmente integrabile se f é integrabile su [-R, R] VR > 0.

Definizione di insieme misurabile e della sua misura

Diremo che A é misurabile se x4 € integrabile (ovvero se A é limitato e A ha
misura nulla) e scriveremo

|A| = misura diA::/ Xa (1] = (D))
R

Dunque, una f integrabile é integrabile su ogni insieme misurabile. Pil in generale,
ogni funzione localmente integrabile é integrabile su ogni insieme misurabile.

NOTA. (i) Un insieme (limitato) di misura nulla non é necessariamente mis-
urabile (ad esempio Q N [0,1] é di misura nulla ma non é misurabile!).

(#4) E misurabile con |E| =0, f localmente integrabile = / f=0
B

perché | [ fxe| < suplf| [xg = 0. In particolare, se f ¢ integrabile, e
R R R
I = [CL,Z)], a < b7 J = (CL?b)a allora ff = ff7 perché ff = ffX[a,b} =
T J T R
ffX(a,b) +ffX{a,b} = ffX(a,b)' E ff = ff anche se J = [Cl, b) oJ= (CL,b].
R R R T 7

Osservazione. 1. Se A C E sono insiemi misurabili ed f é integrabile su £
allora lo é anche su A, ovvero, se fxg € integrabile, allora fy 4 é integrabile. Infatti

fxa = fxexa é integrabile perché prodotto di funzioni integrabili.

Proposizione . Sia f integrabile sull’insieme misurabile A. Allora

1< (swin) 1a

1



Infatti [ [y fl = | /g fxal < Sgplf! Jrxal(l) = Sljplf| Al

Integrabilita locale delle funzioni monotone limitate.
Sia f limitata e monotona in [a,b]. Allora f € integrabile in [a,b].

Prova.  Possiamo supporre f non decrescente, cosicché

f(infI) < il}ff, sullpf < f(supI) VI C [a,b

Se [a,b] = Uj_, I; unione "quasi’ disgiunta, con I([;) = b’T“, sup [; = inf I;y,
n b _

allora S(f.1) = s(£,1;) = [sup f — inf f]1(L;) < ¢
j=1 I; J n

[f(sup 1) — f(inf I;) + f(sup Iy) — f(inf L) + ...+ f(sup I,,) — f(inf I,,) ]
b—a

" [f(b) = f(a)] < € se n é grande.

Teorema della media

Sia I un intervallo chiuso e limitato. Siano f, g continue in I, g(z) > 0 Vz € I.
Allora

el [ f9=1© [
In particolare
el [ f= fEu

Dimostrazione. Ovviamente f e rolungate a zero fuori di I, sono integrabili, e

) ) b
quindi sono integrabili su I. Per il teorema di Weierstrass, f é dotata di minimo e
di massimo su I, e si ha

(min f)g(z)xi(x) < f(2)g(x)xi(x) < (max fg(z)xi(z) Vo eR

Quindi, passando agli integrali ed usando la linearitd,

mlinf/lgﬁ/lfgsrnlaXf/lg

Ora, possiamo supporre [; g > 0 (altrimenti non c¢’e niente da dimostrare ) e con-

cludere che ffffgg € [min; f,max; f|]. La tesi segue allora dal Teorema del valore
I

intermedio.
Per la seconda parte, basta osservare che, presa g =1, [, g = I(I)



ADDITIVITA DELL’INTEGRALE

Sia f integrabile su A, B insiemi misurabili e tali che [ANB| =0. Allora

/f—Zf+!f

AUB
Infatti, J/ f=0 e quindi [ f =/ fxaus=
ANB AUB R
= [foca+xn—xaon) = [fxa+ [fo+ [ £=[F+ [F
R R R ANB A B

INTEGRALI ORIENTATI

Sia a < b, f una funzione integrabile. Scriveremo anche

L1 txan [1=-[1

Le proprieta viste finora per I(f) si riscrivono in modo ovvio per gli integrali orien-
tati. Notiamo ad esempio che f < g,a > b= f;’f > f;’ g.

Di fondamentale importanza é la seguente riformulazione della additivita: se
f R — R é integrabile e a, b, c € R allora

(© [+ 5+ [ =0 @

Infatti, se due tra a, b, ¢ coincidono, tale relazione é vera per definizione. Altrimenti,
uno dei tre é strettamente compreso tra gli altri due. Diciamo, per fissare le idee,
che sia ¢ ad essere compreso tra a e b. Quindi (¢) si riscrive

[i=[r+[7

che é vera perché
b
= a,b] — a,c) T Xe =
/af /RfX[ b /Rf(xm Xies))

=[x+ [ pxen= 7+ [ 1



IL TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO

TFC 1.  Sia f limitata e integrabile in [a,b], x¢ € [a,b]. La funzione
F(z) = / fOdt e la,b
To

i) € definita e Lipschitziana (e quindi continua) in |a, b
ii) € deriwabile in x € (a,b), se f é continua in x, ed in tal caso F'(x) = f(z)

Dimostrazione. Usando l'additivita dell’integrale, si ottiene

) — = dt — dt| = d su T —
|F(x) — F(y)| |$[f<t>t x{f(t) { Iy/f(t)t|§<{a,g|fl>| yl

Fle+h) = F@)+ [ f0)dt+f@)h—f() [ dt = F@)+f@h+ [ 170~ @)t
Ma, fcontimaing = | [ () f()d] < bl s 1f(0)=f(@)] = o(lA)

e quindi F' é derivabile in « con F'(z) = f(z). Si pudé quindi scrivere
— / f®)dt = f(x) in ogni punto z in cui f é continua.
Corollario.  Sia f continua in [a,b]. Allora f é dotata di primitiva in (a,b) e
F(z) = i f(t)dt ¢ 'unica primitiva di f in (a,b) che si annulla in x
o

NOTA . Se p,1 sono derivabili ed f é continua, allora

v(z)

ch f@)dt = fp(x))e'(x) = f(¥ ()Y (x)
e

(z)

x ¢
Infatti, se F'(z) := [ f(t)dt, dal TFC e dalla regola della catena, segue % [ ft)dt =

To P(x)

i [F(o(2))=F((2))] = F'(p(2))¢ (z)—F (Y ()¢ (z) = f((2))¢' (@)= f ()Y ().



TFC 2 (formula di Torricelli-Newton) .

Data f € C(I),1 intervallo aperto, sia P € CY(I) primitiva di f. Sia [a,b] C I.
Allora

[ =Pl = [P@) - Pa)]

Dimostrazione. Sia F(x) = ff Da F' = P’ in I, segue che F(x) — P(x) =
b
F(a) — P(a) = —P(a) Yz € I, e quindi [ f = F(b) = P(b) — P(a).

NOTA  (Varianti integrali del teorema del valor medio). — Torricelli-Newton
(TN) pit Teorema della media assicurano che, se f € CY(I) ed [a,b] C I, allora

b

elabl: ) - fla) = /f’(@ dr = (b—a)f'(€)

a

Fl@) = flao) + / Ft)dt  Vr,meel

Alcuni integrali immediati .

Ofljtg dt = arctanz Of litQ dt =sin"'z=7%—cosT'z, |z]<1
/ t21+1 dt = sinh ™'z =log(z++v22+1) z€R

0

| = dt = cosh™' z =log(z + V22 —1) ,V 2> 1

1

LA FORMULA DI INTEGRAZIONE PER PARTTI .

Siano f,g € C'([a,b]). Allora

/bfg’ = fyl, —/bf’g

b b
Dimostrazione. [ fg' + f'g = [(fg9) = fyg|b.



ESEMPI di integrazione per parti.

x x €T 1
/sinztdt = /cos2tdt — cosxsinzr = /sin2tdt = §(x—sina:cosx)
0 0 0

i 1
/COSQtdt = §(x+sinarcosx)
0

T

xX €T 1
/sinh2tdt = —/cosh2tdt + coshzsinhz = /sinh2tdt = i(sinhxcosh:c — )
0 0

x

1
/Cosh2 tdt = 5(3: + sinh x cosh )
0

/logtdt = —/dt + tlogt|i =1—z+zlogx
1

T

/ tan tdt /x t
arctan = —
5 14+1¢2

0

1
o =rarctanx — 5 log(1 + 2?)

INTEGRAZIONE VIA CAMBIO DI VARIABILE .

Siano I, J intervalli, ¢ € CY(J,I), f € C(I,R). Siano «, € J. Allora

»(B)
fle®)e't)dt = [ f(z)dx

w(a)

L —w

i)
Siano xq, s € I. Se esistono ty,ts € J tali che x1 = p(t1), T2 = p(t2) allora

T2 to
i7) [ flx)dx = [ f(pt)'(t)dt e, se ¢ é invertibile,
1 t1

7w = 1 o a

o~ (z1)

) ) B B elt) @(t) 5 ¢(B)
Dimostrazione. [ f(o(t))¢(t) dt f(dt f f(z)dz)dt = (f) fle = 5 f.
« o a pla pla
ESEMPI di cambi di variabile
) o(z) T
/215 cos(t?) d =P / cos T dT = sin 27, /sinht log(cosht) dt
©(0) 0



p(z) cosh(z)
= logTdr = / log 7 dr = 1 — cosh x 4 cosh z log(cosh z)
©(0) 1
Y sin—1
—si 1
.. 1_ 2d z.;&nt / 2tdt:* -1 1_ 2
(i1) 0/\/ z? dx cos 2(sm y+yy1l—1y?)

0

1
(da cui Of\/l—ac2 dr = 7).

T cosh~ !z
/\/252 1 gt tTehs / sinh? sds =
1 0

= ;(x\/xQ —1—cosh™t2) = ;[Ivﬁ —1—log(z + Va2 —1)]

x sinh~!z

:=sinh s 1 . —
/\/752 1dp BT / cosh® sds = 5(9&\/1 + 224 sinh ' z) =
0

0

_ ;[$m+ log(z + V1 + 22)]

T arctan arctan x

dt p—tans 1+ tan®
/7 t=ta __rtants a112 ° ds= / cos™?(s)ds
/ (1+1¢2)n / (14 tan®s)"

Simmetrie e cambi di variabile negli integrali

Funzioni pari, dispari. Sia f derivabile in R. Si ha che
floath) = floa) o Slemh) = f@)

fopari = (=) = lim h RS0 —h

o flmr+h) = f(=x) . —fle—h)+ f(z)
I— g e = /
f dispari = f'(—x) }lllir(l) A }lblilll) — f(z)
cioé, se f é pari (dispari) allora f’ é dispari (pari). Usando il cambio di variabile

t = —s, vediamo che vale anche il viceversa:
feC(R)pari= F(x)= [ f(t)dt é dispari (ed é anche 'unica primitiva dispari!).
0
In paricolare, [ f=2[f
—a 0

f e C(R) dispari = F(x) = [ f(t) dt é pari. In particolare, f f=0.

O —z



APPENDICE

Funzioni periodiche. Se f, derivabile in R, é T—periodica (cioé f(t +T) =
f(t) Vt),allora f é T-periodica:
flz+h) — f(z)

x+T+h)— flx+T

Se f € C(R) é T-periodica, allora F(x) = Off(t) dt € T-periodica se e solo se
f f(t) dt =0 (le primitive di f sono T-periodiche se e solo se f é a media nulla).
Necessit4 : ({f(t) dt = F(T) — F(0) =0. La sufficienza segue da

rl :}Tf(t)dt — [ f0)dt| = (o +T) ~ f(a) = 0 e quindi

T
F(x+T)— F(zx) = F(T)— F(0) = [ f(t) dt. Usando il cambio di variabile, ne
0

diamo una prova senza ipotesi di continuita su f:

a+T T a+T T a T
Postot =T +s,risulta [ f=[f+ [ f@)dt=[f+[f(T+s)ds=[[f Va
a a T a 0 0

e quindi
z+T T z+T T T
[r=]1+[1=]i<]1
0 0 x 0 0
Esercizio. Provare, usando il cambio di variabile ¢ := s + 7, che

s ™

/Sil’thdt:/COSQtdt: —

0 0
INTEGRAZIONE PER PARTI: FORMULE ITERATIVE

1. Se I,(z) := ft”et dt, é I,(z) = a"e* — nl,_ ()
0

2. Se I,(x) := ft”e‘t dt, é I(x) =nl, 1(x) —a"e ™™
0

3. Se S,(z) = fsin”tdt, Cn(z) = fcos t dt, é
0 0

Sn(z) = (1-1)8, 5(z)—Lsin" ' zcosz, Cplz)=(1-2)Cpa+Lcos" ! asing

4. Son(3) = 5(1=)A=1 - (1=55)  Saun(3) = (1=5A-1)... (1= 557)-



