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1. Trovare a € R t.c. il seguente integrale sia nullo e spiegare teoricamente
il risultato ottenuto:

(z —az)dz
Cq

Soluzione:

Possiamo spezzare I'integrale in / (z2)dz—a / (Z)dz; z é olomorfo quindi
C] Cl
il primo integrale si annulla,invece Z non é olomorfo, quindi I’ unico valore

di a per cui 'integrale riuslta nullo € ¢ = 0.

2. Calcolare tutti i possibile valori di:
dz
—, dove C = {|z| =1 t.c. arg(z) € [0,7]}
v

Soluzione:
Poniamo 7(t) = €%, quindi avremo +'(t) = ie', t € [0, 7].
dz T it ™ ™
& '7&:2[7—4}:2{ Ty visin(D)] = 2i — 2
.z /0 ie e 008(2)+zszn(2) i
3. Risolvere i seguenti integrali utilizzando sia il metodo di Cauchy sia il me-
todo dei residui:

Soluzione: hz)
cosh(z

a) [ ————————dz;

( )/7 (z+1)3(z—1)

v = {|z| = 2};Risolviamolo con Cauchy:

Abbiamo due singolarita:

in z = 1 abbiamo un polo di primo ordine,

in z = —1 abbiamo un polo di ordine tre.
Dividiamo la curva 7 in quattro curve, v; = {|z —1| = 3}, 72 = {[z + 1| =
%} e 73 e 4 due segmenti coincidenti che uniscono le due circonferenze
Quindi vy =7 + 72 + 73 — Y-

COSh(Z) . cosh(z) elte !t
/71 mdz = prendiamo f(z) = T35 = f(1) = <75

cosh(z) T
:'/71 Grip-nT e e

COSh(Z) . __ cosh(z)
], Gy = prndimo 1) = 25

Calcoliamo: f///(z) _ ((z—1)cosh(2))(z—1)*>—((z—1)sinh(z)—cosh(z))

(z—1)*
= f///(_l) — —7e;1+e




cosh(z T
— Y dz="ile—Te !
/2 2+ 1) zfl) 2= gile—Ter)

cosh(z) T4 1\ T .7 1
- @@~ — — — — — 7 _1
= G 1)3(2_1)d2— 8@(6 +e )+4z(e Te —28(36 3e77)

dz
(b)/c1 (2sinz —1)2’
Cerchiamo le singolarita:
(2sinz —1)2 = 0 & 2sinz —1 = 0 & sinz = § & 2 = arcsing =
& T2k, %’T + 2km

Ho un unico polo in C; 2z = ¢ di ordine due.

li d (2_1)2

RBS%(f) =Mt [(Qsmz 1)2] =0

Per arrivare a questo risultato basta sostituire ¢t = z— ¢ e svolgere il limite
per t che tende a zero.

dz
/ (2sinz — 1)2 =0

(c) /
C’1 I'unica singolaritd nell’insieme delimitato da ~ ¢ 0; infatti
e* = 1 &z = 2ikm.
= Reso(f) = 0, quindi l'integrale ¢ nullo.
Stessa cosa se v = Cs.

dz cony=Cyey=Cs;

Z

() ¢, cosh(z)
coshzO@#:O@ez—l—e’z:0@e’z(e2z+1)®ezzz—1©
2z = i(m + 2km) & 2z = i +ikm con k € R.

In C5 ho quattro poli di ordine uno:

2—22,,2—132”,,2— 22,2——232”

Resz, =1; Res;sz = ResZ§ =1, Res_.s

2T
2 53

/ ZZ dz = 8im
5 € -1

. Dimostrare il teorema fondamentale dell’algebra sfruttando il teorema di
Liouville.

1

Soluzione:
Possiamo supporre ad ag # 0,d > 0. Se f(z) # 0 per ogni z allora la
funzione g(z) = ﬁ é ancora una funzione intera.

—1 —1
Scrivendo: f(z) = aqz? = (ad dao + a’d a1 o)
z

Vediamo che | llim |f(2)| = o0
Z|—00

e quindi lim |g(z)] =0
|z| =00

Ne discende che, se R < 0, |g(z)| ¢ limitato dal suo massimo nel disco
chiuso di raggio R, in particolare g é limitata.

Ma allora g é costante, per il teorema di Liouville, e quindi f é costante,
una contraddizione.



5. Svolgere i seguenti integrali reali:

Soluzioni:

oo dx
(a) Y PR
oo (22 +4x+5)

+o00
/ R(z)dx = 2im Z Res.(R(x))

-0 Im(z)>0
244 +5=0=—-241
Ho due poli di ordine due in zg = —2+1i e z; = —2 — 4; ma considero solo

zo perché I'm(zp) > 0
dx 0

+oo
1 =
Resfzﬂ'(f)—ﬁé/_oo m_§

2m
dt ) 1 1 d
(b)/ —— . Poniamo z = ¢ = sint = == = / _7721 =
o 2+ sint c, 129 4 Z;i; dz

/ 21z d
A IV
o1 tz(diz+ 22— 1)
Abbiamo che i poli sono z = 74&; —12 _ ’4“522“/5 =—2i+i/3

Soltanto il polo semplice z = —2i + /3 € C1, quindi Res_,,,; 5 =
24 | _ V3
22+4i1—2i+iV3 3"
/2” dt 2im
= T =—V3——.
0o 24 sint 3



