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Esercizio svolto 1. (Stime di Cauchy ed applicazioni)

(1) Sia f una funzione analitica su €, tale che |f(z)] < M per ogni |z|] < R

(con Br(0) C ). Se 0 < p < R, stimare
sup |f(2)] .

[z|<p
(2) Mostrare che le derivate successive di una funzione analitica f in un punto
20, non possono mai soddisfare la relazione | f(™) (zy)| > n!n" per ognin > 1.

Soluzione.
(1) Sia z tale che |z| < p e definiamo § = R — p > 0. Per le ipotesi fatte,

sappiamo che B;(z) C Br(0) C Q. Usando la formula di Cauchy su dischi
si ottiene la seguente rappresentazione delle derivate di f (vedi Esercitazione

II):
n! f(¢)
foe = R
@ 211 Japs(z) (€ — )"t
per ogni |y — z| < J. Quindi:
M 1
(n) < M L
‘f (Z)| — ot 9Bs(2) 5n+1
n!M
= ——|9B, =n!Mé™" =n!M(R—p)™"
S [0B5(2)] = nIMd~" = nlM(R )
e quindi

sup |£) ()] < nM(R—p)~".
B, (0)

(2) Se per assurdo cio fosse vero, allora prendendo un 4 sufficientemente piccolo

- in modo che Bs(zg) C 2, dove Q & il dominio di analiticita di f - ed
applicando le stime di Cauchy precedenti, si otterrebbe:

nln" < |f)(z0)| < 0o ™" sup |F(Q)],
B (z0)

da cui:

sup |f(¢)] = n"" "I 4o
Bg(Z())

che & assurdo, in quanto |f| & continua su Bs(zg) (che & compatto) e quindi
per il teorema di Weierstrass € ivi limitata!

Esercizio svolto 2. Dimostrare che una funzione intera con parte reale positiva,
& costante.
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Soluzione. Supponiamo per assurdo che esista f funzione intera (non costante),
tale che Rez > 0 per ogni z € C. Consideriamo la funzione:

g(z) == e T3,
Ovviamente g ¢ analitica su tutto C (cio¢ ¢ intera); inoltre, per le ipotesi fatte,
lg(2)] = e ®e/(*) < 1. Quindi g una funzione intera non costante (in quanto f
non lo & ed ¢ continua) che ¢ limitata in modulo. Questo contraddice il teorema di
Liouville.

Esercizio svolto 3. Sia f una funzione meromorfa con polo di ordine h in zj.
Dimostrare che:

1

ReSZOf = m

D, (2 — 20)"f(2)]

limag -

Soluzione. Ricordiamo che per Residuo di una funzione f in zg, intendiamo il
coefficiente a_; dello sviluppo in serie di Laurent con centro in zo (chiaramente se
f & analitica in 2 il suo residuo in tale punto & 0).

Sia f una funzione meromorfa con polo in zy di ordine h > 0. Vogliamo trovare il
coefficiente a_; del suo sviluppo in serie di Laurent in zg. Osserviamo che per le
condizioni date, si ha che la funzione (z — 2)" f(z) & analitica in zq e il coefficiente
brn_1 del suo sviluppo di Taylor in zy coincide proprio con I’a_; che stiamo cercando.
Quindi:

1
Resy, f = D" V(2 — 20)"(2))),._,, -

-1 *

Esercizio svolto 4. Trovare i poli ed i relativi residui delle seguenti funzioni:

S
a) 2245246

pp——

C) sirllz

d) Sz

e) sin12 z"
Soluzione.

a) La funzione ha poli semplici in z = —2, —3. Infatti:

1 B 1 1 1
224+524+6 (2+2)(2+3) z+2 2z+3°
Quindi Res_5 =1 e Res_3 = —1.
b) La funzione ha due poli di ordine 2 in z = —1,1. T relativi residui sono:

Res_; = 1 e Res; = —1.
¢) Questa funzione ha poli in ogni multiplo intero di 7: quindi tutti e soli i poli
(semplici) sono della forma z = k7 con k € Z. D’altro canto la funzione ¢&
periodica di pediodo 27 sull’asse reale, e quindi sara sufficiente calcolare il

residuo in 0 e .
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Per il residuo in 0:
1 1
- = ,Z -— = Resg=1.
sinz sinz =z
Per il residuo in :
1 -1 —(z —m) 1

sinz  sin(z—7) sin(z—m) (z—m)
quindi procedendo come sopra:
Res, = —1.

Riassumendo: Resy, = (—1)k.
d) Usando il punto (c), si ottene:

Resyr = cos(km) - (1) =1,

e) Questa funzione ha poli ad ogni multiplo intero di 7 e tali poli sono di
ordine 2. Inoltre essendo periodica di periodo 7 sull’asse reale, & sufficiente
calcolare il residuo in z = 0:

1 1

sinz (z—%+0(z5))2_

1 1 1
2(1-2 106" 2 1-5+0(:)

1 22 1 1
= —(1+% H) == 42 2.
22< +3 +0(z )) Z2+3+O(z)

Quindi Resp = 0, da cui segue (per periodicita) che Resy, = 0.

Esercizio svolto 5. Calcolare i seguenti integrali:

T 49 )
n aTeoss cona > 1;

0o 2
2) fO x4+§m2+6 dl‘,

oo logx
3) Jo 1z dz.

Soluzione.
1) Consideriamo la sostituzione (per |z| = 1):
1, . . 1 1
9 == 79 —1 i - .
cos 2(6 +e ) 2(Z+z>
In particolare, dz = iz d¥. Quindi:

Ty 12" dy

/0 a+cosd 5/0 a+cosd
1 dz (iz)™*
N 27{:1 a+%(z+%)_

_ 1]{ Ly
I ‘Z‘:lz2+2az—|—1_

La funzione integranda ha poli semplici in a4+ = —a++va? — 1, e calcolando
i relativi residui, otteniamo:
1

Resq, = ————— = —Res,_ .
ap — o
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Applichiamo il teorema dei residui, osservando che I'unico polo contenuto
all’interno del disco unitario € a4, quindi:

i
() = —
a’—1
. . 2 .
Integriamo la funzione f(2) = %575 sul cammino:

Yyr=CrUog={lz| =R, Imz >0}U{-R <z < R}.

Studieremo il comportamento di tale integrale quando R tende ad infinito.
La funzion f(z) ha poliin z = +iv2e z = :I:i\/g; naturalmente noi consid-
ereremo solo quelli nel semipiano superiore, e prendendo R molto grande
possiamo assumere che siano contenuti nella regione interna al nostro cam-
mino. Calcoliamone i residui:

iv2 —iv3
Resiﬁ:% e Resi\/gz 12\[.

Applicando il teorema dei residui otteniamo:

fdz= CRde+/erfdz :g(\f—ﬂ)

TR

Vediamo cosa succede passando al limite per R — oo:

2 2

z R
/Hd’z‘ < / AT g |l S
cp 2 +522+6 cp |24+ 522 4 6]

RZ
< ). misr—g =
2
= WRR4_§R2_6 fzge g
€
/ f(z)dz Roge /OO i
or oo T+ 52246
Quindi:
(V3 -V2) = Jgilnmy{ f(z)dz = h f(z)da
TR —o0
da cui:

2

——dzx.
x4+ 5224+ 6 v

vy = [T

InQ=C\{z=1iy | y <0} consideriamo la determinazione analitica del
logaritmo log z tale che: log1 =0 e log(—1) = im .

Applichiamo il teorema dei residui alla funzione f(z) = i‘fzé,
in Q\ {i}. La funzione f ha un polo in z = i, con residuo Res; = 121 = T

2i 1
Scegliamo come cammino di integrazione:

che ¢ analitica

Yre = CrUC.UoyUo_ ={|z|]=R, Imz >0} U
U {lz]=¢, Imz >0} U{-R<ax < —-}U{e<z<R}.
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Osserviamo che:

1 I
[asae] < [ pemws
cp 1+ 2 cp |1+ 22|

1
[ e =
cn |27 =1

log R
= d =
R2 _ 1 CR | Z|

B CE R

In maniera simile:

I I
[reae] < [ peaes
Cgl—i—z CE|1+Z|

I
S/ 0g|2\2|dz|:
c. 1— |z

loge
= d =
1 — g2 /c 4z

me loge o+t

= — 0.
1—¢e?
Quindi:
2.
Tt lim f(z)dz =
2 e—ot Jyp .
R — oo '
_ /0 log\x|+iﬂ'd$+/°° log x dp —
oo 1422 o 1+ a2

el >~ 1
= 2/ o8 dx—|—iﬂ'/ ——dx =
0 1+1‘2 0 1+x2

ool 2
= 2/ ngdm—i—iﬂ—
0

1+ 22 2

o0
1
/ ogzr de —
0 1+.T2

da cui segue che:




