AC310 - ESERCITAZIONE 1

4 OTTOBRE 2012

Esercizio svolto 1. Trovare i valori di:
(1) Im{(L+2)" + (1 —4)"};

Re{(1+d)" + (1 —1i)"};
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Soluzione.

(1) Ossserviamo che :

it = (1 )ea s (1) =
(

Quindi vy = (1+4)" + (1 —4)" € R e di conseguenza Im~y = 0. Del resto:

QN

(L+)"+(1—-0)" = Q+d)"+0Q+i) =0+)"+(1+i)" =
= 2Re(1+i)"

(2) Per quanto detto sopra:

(3)
it = etlosi _ {e—(%-&-%m) . neEL}=
= {Q_W : n€Z}.
(4)
(-1 = Pl = {2 ez} =

= {e 2D ez}

Osserviamo che (—1)%" C ((—1)?)%.
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Esercizio svolto 2. Dimostrare che:

1. f(2) & analitica su Q <= f(%) ¢ analitica su Q, dove Q= {z: 2z € Q}.

2. Una funzione analitica non costante, non puo essere costante in modulo.

3. Una funzione analitica non costante, non puo essere tale che Ref = f.

4. Una funzione analitica non costante, non puo essere tale che Imf = f.

Soluzione.

1. E’ sufficiente dimostrare che f analitica in 2 = f(z) := f(Z) ¢ analitica

in Q. Infatti, una volta dimostrato cio, I'altra implicazione segue immedi-
atamente osservando che f = f . Dimostriamo quindi che f & analitica in
Zo €

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che f & analitica in z.

. Supponiamo che f(z) = u(z,y)+iv(z, y) sia una funzione analitica in 2, tale

che |f|? = u? +v? = C. Quindi derivando questa espressione, otteniamo:
0, (u?2 +2v?) =0 Uy + Uy = 0
{ Oy(u? +v%) =0 ULy +vvy, =0

Applicando le equazioni di Cauchy Riemann, e sostituendo sopra, otteni-
amo:

ULy — VUy = 0
Uy + vy = 0.
Moltiplichiamo la prima equazione per u e la seconda per v e sommiamo
le due equazioni:
2
u Uy — vuty = 0 2 ,2), — —
{ wvuy + vPug = 0. — (u® + v*)uy = Cu, =0
Distinguiamo ora due casi:
i) Se C' =0, allora f(z) =0 e quindi & costante!
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ii) Se C # 0, ne segue che u, = 0 e di conseguenza (Cauchy—Riemann)
anche v, = 0. Sostituendo cio in (1) otteniamo:

{ vy =0
uuy, = 0.
Osserviamo che, dal momento che C' # 0, allora u e v non possono
essere contemporaneamente nulle. Quindi, possiamo dedurre che u, =

0 e di conseguenza (Cauchy—Riemann) anche v, = 0.
Dal momento che u; = u, = v, = v, =0, allora f e costante.

3. Se Ref = f, allora v(z,y) = 0 e quindi v, = v, = 0; applicando Cauchy
Riemann si ha che anche u, = u, = 0 e quindi anche u & costante. Di
conseguenza f e costante.

4. Si procede come al punto 3.

Esercizio svolto 3. Trovare il pit generale polinomio armonico della forma:
P(z,y) = az® + bx’y + cxy® + dy® .

Determinare, inoltre, la funzione armonica coniugata e la corrispondente funzione
analitica.

Soluzione. Imponendo la condizione AP(x,y) = 0, si ottengono le seguenti con-

dizioni:
c=—3a
b= -3d
e quindi P ¢ della forma:
P(z,y) = az® — 3dz?y — 3axy® + dy® .

Troviamo ora il polinomio armonico coniugato. Dalle equazioni di Cauchy—
Riemann si ottiene:
vy = Py
{ Uy = —PFy.

v(z,y) = daz3 4 3az?y — 3dzy® — ay® + C,
con C € C costante. Quindi la funzione analitica corrispondente e:
f(z) = flx+iy) = (a+id)z* +i C.

Integrando:

Esercizio aggiuntivo 1. Sia u(z,y) = log /22 + y2.
(i) Dimostrare che v € una funziona armonica in 2 = C\ {0}.
(ii) Dimostrare inoltre che non esiste funziona analitica f : @ — C tale che

Re(f) = u.



