AM310-2012 : RECUPERO I ESONERO

TEMA 1. Sia X un insieme.
1.1. Dare la definizione di misura esterna p su X, la definizione di sottoinsieme p
misurabile di X e descrivere le principali proprietd della classe dei misurabili X, e
della restrizione di p a X,. Dimostrare infine che

() Ej €%y, E;CEin Vj= w(E)) — p(UZE))

() Ej€X, Eu CE; V), p(Er) <+4oo = u(E)) = p(N=E;))

1.2. Dare la definizione di misure di Lebesgue L" e di Hausdorff H*,s > 0 in R" e
mostrare che le misure di Hausdorff sono Boreliane regolari. Enunciare le proprieta
salienti delle misure di Hausdorff e dimostrarne qualcuna.
Infine, provare o disprovare le seguenti affermazioni:
(k) Sia g = L™ in 1.1 (i). Allora gli E; si possono prendere anche non misurabili
(kk) Sia g = L™in 1.1 (ii). Allora gli £} si possono prendere anche non misurabili

1.3. Dato P C R" x R, sia wu(P) ==
inf{>>; L"(A;)L™(B;): P CU;(A4; x B;),A; C R",B; C R™ Lebesgue misurabili}

Provare che p é una misura esterna su R™ x R™ e che se A C R", B C R™ sono
Lebesgue misurabili allora A x B é u-misurabile.

TEMA 2. Sia ¥ una o algebra di sottoinsiemi di X.
2.1. Dare la definizione di funzione ¥-misurabile ed indicare le proprietd della classe
delle funzioni ¥-misurabili. Provare la formula per f > 0, funzione »-misurabile:

=1
dE; e X flz)=> EXEj(.%) Ve e X
=1

2.2. Sia p misura su X, ¥, la classe dei misurabili. Dare la definizione di funzione
p-sommabile e mostrare che, se f > 0 é y-sommabile, allora

po(B) = [ fxpdn,  E€3,
X

¢ misura su X, assolutamente continua rispetto a p.

23. Sia f: R" = R, s: R"xR" — R", s(z,y) =2 —y. Provare, o disprovare, le
affermazioni:

(1) Se f é borel misurabile allora f o s é borel misurabile in R" x R™

(I1) Se f é Lebesgue misurabile allora f o s é Lebesgue misurabile in R™ x R".



TEMA 3. Sia g misura su X, £P = {f : f é y-misurabile e [y |f|Pdu < co}.
3.1. Siano 1 < p,q. Siano f, ¢ p-misurabili, ||f||, := ([x |f|Pdun)?. Provare che
(@) y+3=1 =[x Ifgl < Iflslgll

(b) [1f +gllo < [[£llp + llgll,
(c) p<r<q felPnLl = fel edI0ec(01]: [fl, <IfI5IfIE

3.2 Sia f p—misurabile e || f||o :=inf{c > 0: |f(z)| < ¢ q.0. z}. Provare che
(d)  supysi [[fll, < Ho0 = [Iflle <0
(e)  fllp <oo per pe{l,oo} = |fll, <00 Yp>Tellflly =poo [[flleo

3.3.Siano f, : R™ — R boreliane e tali che sup,, [gn | fo|P < 0o. Provare che
L T BT e B e S (|
R" R" R"

TEMA 4. Sia p misura su X.
4.1. Enunciare la diseguaglianza di Hanner e dedurre che, se p > 1, C' C LP  chiu-
S0 e convesso, allora Vhe LP, ZJhceC: ||h—he|, <|h—ygl, VgeC.

4.2. Mostrare come 4.1. permette di dimostrare che (assumendo L? separabile) og-
ni successione limitata in L” ammetta una sottosuccessione debolmente convergente.

4.3. Siap>2. Provare che:

an+gn
2

[fnll gnll <1, lp=nl = fa—=gnlly a0

e dedurre che

fo=n ko Al = 1A = o= flly =0

TEMA 5.
5.1. Sia £ C R” Lebesgue misurabile e di misura finita. Provare, o disprovare, che

Ve>0, 3Jp. € Co(RY): Jax loe — x| < e
5.2. Sia f € L*(RY). Provare, o disprovare, che
3 f; € Cp tali che [gn |f— f;] —5 0.
5.3. Provare, o disprovare, che

Jen [fI < 00 = Jan [f(z +h) = f(2)]| dz =m0 0.



