Il Teorema di Hille-Yosida

Eugenia Sironi

Definizioni e proprieta elementari degli operatori massi-
mali monotoni

|.| indica la norma Hilbertiana, ovvero |u| = \/(u,u).
L(H) ¢ lo spazio degli operatori lineari continui da H in H.

Nel seguito H indichera uno spazio di Hilbert.

Definizione 1. Siano E ed F due spazi di Banach.

Un operatore lineare illimitato da E in F € un’applicazione lineare
A:D(A) c E - F definita su un sottospazio vettoriale D(A) c E, a valori
n F.

D(A) indica il dominio di A. R(A) = Uyep(ay Au ¢ F indica I” immagine di
A. G(A) indica il grafico di A.

A € limitato se esiste una costante ¢ >0 tale che ||Au|| < c||lu|| Yue D(A).

Definizione 2. Sia A: D(A) c H -~ H un operatore lineare illimitato.
A é monotono se (Av,v) >0 Yve D(A).

A ¢ massimale monotono se inotre R(I + A) = H, ovvero

VfeH, 3JueD(A) tale cheu+ Au-=f.

Proposizione 1. Sia A un operatore massimale monotono, allora
1. D(A) é denso in H.
2. A € chiuso.

3. YA>0 (I+MNA) € biiettivo da D(A) in H, (I + NA)~! € un operatore
limitato e ||(I + NA) Y|z < 1.

Dimostrazione. 1. Sia f € H t.c. (f,v) =0 per ogni v € D(A). Verifi-
chiamo che f = 0. Infatti esiste vy € D(A) t.c. vg+ Avg = f. Abbiamo
0=(f,v0) = |vo]® + (Avg, vg) > |vg|>. Dunque vy =0 e quindi f = 0.

2. Prima di tutto osserviamo che Vf € H esiste un unico u € D(A) ta-
le che u+ Au = f. Infatti se @ fosse un altro elemento di D(A) t.c.



u+Au= f, allora (u-u)+A(u-u) =0. Ora (u-u, (u-u)+A(u-1u)) =
|u—ul?+ (u-u, A(u-1u)) =0 e da fatto che A é monotono segue che
(A(u-1u),u-u)) >0, quindi (u-1u) =0.

Abbiamo |u? + (Au,u) = (f,u) e |f]? = |u|* + 2(Au,u) + |Au|?, quin-
di |u| < |f|. L’operatore f — wu denotato da (I + A)~! é dunque un

operatore lineare limitato da H in H e ||( + A)7Y|zmy < 1. Infatti

_ A)~L u .
NI+A) Y ey = supfeH—H(””f)” 1l suprHH < % = 1. Mostriamo che

A é chiuso. Sia (u,) una successione t.c. u, € D(A) per ogni n, u, - u
e Au, — f. Bisogna verificare che u € D(A) e che Au = f. Sappiamo
che u, +Au,, - u+f e quindi u, = ([+A) " (u,+Au,) - (I+A)(u+f).
Da questo segue che u = (I+A) 1 (u+f), ovverou € D(A) e u+Au = u+f.

. Supponiamo che per un certo \g > 0 si abbia R(I + \gA) = H. Mostre-
remo che per ogni A > 22 si ha R(I +\A) = H.

Cominciamo osservando (come per il punto 2) che per ogni f € H esiste
un unico u € D(A) t.c. u+ NAu = f. L’operatore f — u & denotato da
(L +XoA) e ||[(T+XA) M <1

Cerchiamo di risolvere ’equazione

u+ AMu=f con A>0. (1)

Riscriviamo (1) nella forma

u+>\oAu:%f+(1—% u
E ancora
- (I+/\0A)‘1[%f+ (1 —% ul. @)

Se |1-2% |< 1 ,ovvero A > 22, allora (2) ammette soluzione grazie al

Teorema del punto fisso di Banach. Per ipotesi A ¢ massimale mono-
tono, quindi I + A é suriettiva. Da quello che abbiamo visto segue che
I +)\A ¢ suriettiva per A > % (I +A=1+XA per A\ = 1) dunque anche
per A > }l, ecc ,ecc. Per induzione si mostra che I + AA ¢é suriettiva per
ogni A\ > 0.
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Osservazione 1. Se A ¢ massimale monotono, allora anche XA é massimale
monotono per ogni A > 0. Mentre se A e B sono due operatori massimali
monotoni, questo non implica che A+ B (definito su D(A)n D(B)) sia un
operatore massimale monotono.

Definizione 3. Sia A un operatore massimale monotono. Per ogni X\ > 0
definiamo

Jo=(T4AA)Y ¢ A= %(1— )
Jy € la risolvente di A e Ay ¢ la regolarizzata Yosida di A.
Dalla Proposizione 1 segue che || J) ||z(m)< 1.
Proposizione 2. Sia A un operatore massimale monotono, allora
1. Ayjv=A(Jyw) YveH eV¥A>0
2. Ayu=J\(Av) YveD(A) eVA>0
3. |Awl|g|Av| VYveD(A) e VA>0
4. limy,oJyv=v VYveH
5. limy_ogAyv=Av VYve D(A)
6. (Ayv,v)>0 YveH VYA>0

7. |Awl|< T |v] VveH,VA>O0.

Dimostrazione. 1. Ayv = A(Jyv) < v = (Jyw) + MA(Jyv). Questo & vero
infatti (Jyv) + AMA(Jyw) = (L + AA) o+ AA((L + ANA) ) = .

2. Abbiamo
1 1
Av = X[(I +AA)v-v] = X(I +AA) (v = Jyw)

e dunque

JAv = (I + A) 1 Av = %(v - ) = Ay
3. | Ayv €] Av | poiché Ayv = JyAv (dal punto 2) e || Jy ||zm< 1.
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4. Supponiamo che v € D(A); Allora | v - Jyv |= A5 (1 = Jy)v| = A | Ay [<
A | Av | (dal punto 3). Dunque limy_q Jyv = v.
Passiamo ora al caso generale, sia v € H e € > 0. Dalla Proposizione 1

abbiamo che D(A) = H. Quindi esiste v; € D(A) t.c. |[v—v; [<E€.

| Jow—vl<| oo=Jyoy |+ v —v |+ |vr—v|<2|v—v |
+| Jyvg — oy [€2e+ | Jhop — oy |

Ne segue che limy_qsup | Jyv —v |< 2, Ve>O0 e dunque
limy_q|Jyv = v| = 0.

5. limy g Ayv = limy_oJyAv =Av VYve D(A).

6. (Ayv,v) = (Ayv,v = )W) + (Ayv, Jyv) = (Arv, \Ayv) + (Ayv, Jyv) = X |
Ay 2 +(A(Jyv), Jyv) infatti dalla definizione di A, abbiamo Av =
%U - %Jw = Myv =v-Jyw = (Ayv,v - ) = (A\v, \Av) = A|Ayv]?
e dal punto 1 Ayv = A(Jyv).

A ¢ massimale monotono quindi (A(Jyv), Jyv) > 0 da cui segue che

(Ayv,v) 2 X | Ayo 2> 0. (3)

7. | Aw P< (Ao, v) < 5 | (Aywo,v) [< 5 | Ay || v | dove la prima e 1'ul-
tima disuguaglianza seguono rispettivamente dall’espressione 3 e dalla
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Dunque | Ayv |< § | v |.
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Osservazione 2. Dalla Proposizione 2 osserviamo che (Ax)xso € una fa-
miglia di operatori limitati, che si avvicinano a A quando \ tende a 0 e
| Ax ||zcmy esplode quando A tende a 0.

Risoluzione del problema dell’evoluzione

By Au=0 su [0,+00)
u(0) = ug

Esistenza e unicita

Cominciamo ricordando un risultato classico : il Teorema di Cauchy,
Lipschitz, Picard.



Teorema 1. Sia E uno spazio di Banach e F': E - E un’applicazione t.c.
| Fu—Fvl||<L|lu-v]| Vu,veE (L2>0).

Allora per ogni ug € E esiste un’unica u € C1([0,+00); E) t.c.

= Fu su [0,+00)
u(0) =ug (dato iniziale)

Dimostrazione. Esistenza
Risolvere (4) ¢ equivale a trovare u € C([0,+o0); E) t.c.

u(t) = o +[OtF(u(5))ds. (5)
Dato k > 0 (che sara fissato ulteriormente) introduciamo
X ={ueC([0,+00); E)| Suppo €™ | u(t) ||< 0o}
Si possono verificare le proprieta seguenti
e X ¢uno spazio di Banach rispetto alla norma |jul|x = Supio  e7|u(t)]|

e Per ogni u € X la funzione

(Du)(1) = ug + /OtF(u(s))ds.
appartiene a X.

o || Pu-Dullx < Elju-v||x Vu,veX.

Per k> L, ® ammette un punto fisso che é una soluzione di (5).

Unicita
Siano u e @ due soluzioni di (4). Ponendo v (t) = ||u(t) — u(t)||, otteniamo
grazie a (5)

W(1) < Lfot@u(s)ds V>0
Infatti ¢(t) = |juo + fj F(u(s))ds —uo — [y F(a(s))ds|| = || [y F(u(s)) -

F(a(s))ds| < fy Llju(s) ~a(s)|lds = L 3 v(s)ds.
Dunque % = 0.



Questo Teorema ¢ molto importante per lo studio delle equazioni differen-
ziali ordinarie, ma ¢ praticamente inutilizzabile per risolvere delle equazioni
alle derivate parziali. Il risultato che segue ¢ al contrario uno strumento
molto utile per la risoluzione di equazioni alle derivate parziali di evoluzione.

Teorema 2. (Hille-Yosida)
Sia A un operatore massimale monotono in uno spazio di Hilbert H. Allora
per ogni ug € D(A) esiste un’unica funzione

u e CH[0,+00); H) nC([0,+00); D(A))

t.c.
{%+Au:0 su  [0,+00) (©)

u(0) =ug (dato iniziale).
Inoltre [u(t)| < |uo| e [%(t)|=|Au(t)] < |Auo| VE>0.

Osservazione 3. L’interesse principale di questo teorema risiede nel fatto
che per risolvere il problema dell’evoluzione (6) ci si riconduce a verificare
che A & massimale monotono, ovvero a studiare [’equazione stazionaria

u+NAu=f.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ divisa in 6 passi.
Passo 1 : Unicita
Siano u e w due soluzioni di (6). Allora

d

(a(u_g), (u_a)) - (A(u-T),u-) <0,

%%m(t) —a(t)|? = (%(u(t) ~(t)), (u(t) —ﬂ(t)))

Infatti se ¢ € C1([0,00); H) allora |p|> € C1([0,00); H) e L[p2 = 2(%2, ).
Dunque la funzione ¢ — |u(t) — u(t)| & decrescente su [0, +00).
Da |u(0) —@(0)| = 0 deduciamo che

u(t) -a(t)| =0 ¥t >0.

Per dimostrare l'esistenza di u, sostituiamo A con la sua regolarizzata di
Yosida A, stabiliamo diverse stime indipendenti da A e passiamo al limite



per A che tende a 0.
Sia u) la soluzione del problema

{‘Z‘—?+AAu,\:O su [0,+00) (7)

ux(0) =ug € D(A)
La soluzione u), esiste grazie al Teorema di Cauchy-Lipshitz-Picard applicato
con F'=-A,.
Passo 2
Abbiamo la stima

|%(t)| [ Asus(8)] < [Auo| ¥E20, VA0, (8)

Questa uguaglianza segue direttamente dal seguente Lemma.

Lemma 1. Sia w e C1([0,+00); H) una funzione t.c.

C;—IL;+A,\w=O su [0,+00) 9)
Allora le funzioni t = |w(t)| e t — |22(t)] = |[Ayw(t)| sono decrescenti su

[0,+00).

Dimostrazione. Abbiamo (%2, w) + (Ayw,w) = 0.
Dalla Proposizione 2 segue che (Ayw,w) > 0 e quindi 24jw|? =
—(Ayw,w) <0 (dato che A ¢ massimale monotono).

Dal fatto che A, ¢ un operatore lineare limitato e da (9) si deduce che w ¢

C*> e

dw

dt’w) =

d dw
dt " dt

. dw
Applichiamo quello che precede a 3.

dw
+ A)\(E) =0.

]

Passo 3
Per ogni t >0 wu,(t) converge, quando A tende a 0, verso un limite denotato
con u(t); inoltre questa convergenza & uniforme in ¢ su ogni intervallo limitato
[0,T].
Infatti se A, 4 >0 abbiamo



dt d

da cui segue che
%%W/\ - “u|2 = (%(U/\ - Uu)a%\ - Uu) = (mAyuy + Ay, uy — UH) = —(Ayuy -
Ay, uy = uy,)
OVVero

1d 5

§£|u,\—uu| + (Axuy — Ayuy, uy —u,) = 0. (10)

Allora

(Anuy — Apuy, uy —uy,) = (Ayuy — Ayug, uy — Juy + oy — Ju, + Ju, —uy,) =
(Axuy — Ayuy, NMyuy — pAyuy,) + (A(Tuy - Juuy,), s — Juu,)
> (Axuy — Ayuy, NMAyuy — pAyuy,).
(11)
Sa (8), (10) e (11) deduciamo che

1d
§£|u>\ — | < 2(\ + )| Aug)?

e integrando

Jua(t) = (87 < 4(N + p)t| Augl?
ovvero

[ux(t) = un ()] € 20/ (A + p)t| Aug| (12)
Ne segue che, per ogni ¢ > 0, (u)(t)) é di Cauchy e dunque converge

quando A — 0 verso un limite denotato da wu(t). Passando al limite in (12)
quando g — 0 otteniamo

lux () = u(t)] < 2V At Augl.

Quindi la convergenza ¢ uniforme in ¢ su ogni intervallo limitato [0,7'] e

ueC([0,00); H).

Passo 4



Supponiamo che ug € D(A?) ovvero che ug € D(A) e Aug e D(A). Allora
duk (t) converge quando A — 0, per ogni ¢ > 0 e uniformemente in ¢ su ogni
mtervallo limitato [0, 7].

Infatti poniamo vy = d 2 allora dd + Ayvy = 0.

Procedendo come per 11 passo 3 otteniamo

T oy —vu? = =(Axvx = Auv, va —v) < AAN? + A+ (A + ) (Ao +
|Ayvu]) = ([Axoa] + [Aou) (A([Arva| + plALvy]). Quindi

5 o= 0l < (Al + A DO + i) (13)

Dal Lemma 1 abbiamo

|A)\U)\| < |A)\1))\(0)| = |A)\A,\u0| (14)

Infatti Ayup = —22(0) = —v,(0).
Abbiamo anche

| Apval < [Au0u(0)] = [Au Aol (15)
Inoltre dato che Aug e D(A) abbiamo

A)\A)\UO = JAA(])\AUO = J;AQUO

e dunque

|A/\A,\UO| < |A2U0|, |AMANUO| < |A2'LL0|. (16)
Da (13), (14), (15),(16) segue

5 lor = vl <20+ )| A%
Infatti

%%W\ - vuf? <(13) ([Axva] + [Apvu) (A Axva| + plAyvul) <(14),(15) (|AxAsuo| +
| AL A o)) (A AxAxuo| + i Ay Ayuol) <6y (|A2uo| + | A%uo|) (A|A%uo| + 11| A%ug) =
2\ + )| A2ug .

Si conclude, come per il passo 3, che v)(t) = d“* 2(t) converge quado A — 0 per
ogni t > 0 e uniformemente in ¢ su ogni intervallo limitato [0, T].

Passo 5



Esiste una soluzione di (6) se supponiamo che uy € D(A?).
Infatti da quello visto fino ad ora sappiamo che per ogni T' < oo

ux(t) > u(t), quando A —0, uniformemente su [0,T],
dzi‘TA(t) converge, quando A — 0 uniformemente su [0,7].

Ne risulta che u € C'([0,00); H) e che ‘Zi—t*(t) - 4 quando A — 0,
uniformemente su [0,7']. Riscriviamo (7) nella forma

duy
dt
Osserviamo che Jyuy(t) - u(t) per A - 0, infatti

| Jaua(t) = w()| < [aun(t) = Iu(@)] + [ Iu(t) —u(t)] < [ua(t) —u(t)] +
|u(t) —u(t)] = 0se A= 0.

Applicando il fatto che il grafico di A, G(A) é chiuso, deduciamo da (17)
che u(t) e D(A) Vt>0e

%(t) + Au(t) = 0.

Infine dato che u e C*([0,00); H), la funzione ¢ » Au(t) ¢ continua da [0, c0)
in H e dunque u € C([0,00); D(A)).

Abbiamo cosi ottenuto una soluzione di (6) t.c. |u(t)| < |ug|, V& <0 e
()] < |Aug|, Vt > 0. Infatti (dal punto 2 del Lemma 1) t — |u(t)| &
decrescente su [0,00) e |2 (¢)| = |Ayun(t)] <|Aug), YA>0 VE>0.

Per concludere utilizzeremo il Lemma seguente.

Lemma 2. Sia ug € D(A). Allora
Ve>0, Fuge D(A2) t.c. lug—Tp|<e€ e|Aug— Atg| < e.
Ovvero D(A?2) ¢ denso in D(A) (rispetto alla norma del grafico |u| + |Aul).

Dimostrazione. Sia uy = Jyug, in modo che uy € D(A) e Uy + AAuy = up.
Dunque Awg € D(A) jovvero ug € D(A?).
Dalla Proposizione 2 sappiamo che

Aﬂo = A,\Ug = J)\AUO
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lim | Jyug — up| =0, lim|J\Aug — Aug| = 0.
A—0 A—=0

Scegliamo allora A abbastanza piccolo per ottenire il risultato desiderato.
m

Passo 6

Sia ug € D(A). Grazie al Lemma 2 esiste una successione (ug,) € D(A?)
t.c. up, = ug e Aug, > Aug. Dal passo 5 sappiamo che esiste una soluzione
u, del problema

{‘ZL—tR+Aun=O su [0,+00) (18)

un(0) = uop

Inoltre
|t (1) = U ()] < [tion — tom| = 0

diy,

dt

du,,
|E(t) - (t)| < |Au0n - Au0m| -0

per m,n — oo

duy,

Dunque u,, - u(t) uniformemente su [0, 00) e <

su [0,00) con u € C([0,00); H).
Passando al limite in (18), grazie al fatto che A & chiuso, si vede che u €
C([0,00); D(A)) e che u verifica (6). O

(t) » 24(¢) uniformemente

Osservazione 4. Sia uy la soluzione di (7).

e Supponiamo che ug € D(A). Sappiamo dal passo 3 che quando \ - 0,
ux(t) converge, per ognit >0, verso un limite denotato da u(t). Si puo

mostrare che u € C1([0,00); H)nC([0,00); D(A)) e che u verifica (6).

e Supponiamo che ug € H. Possiamo mostrare che , quando A — 0, uy(t)
converge per ogni t > 0 verso un limite denotato da u(t). Ma puod
accadere che u(t) ¢ D(A), Vt >0 e che u(t) non sia differenziabile
in alcun punto di [0,00). Dunque a forziori u(t) non puo essere una
soluzione classica di (6). Infatti , in questo caso il problema (6) non
possiede alcuna soluzione in senso classico. Tuttavia consideriamo u(t)
come soluzione generalizzata di (6).
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Osservazione 5. Sia t >0, consideriamo [’applicazione lineare
Sa(t) :up~u(t) da D(A) in D(A), dove u(t) é la soluzione di (6) ottenuta
nel Teorema 2.

Dato che |Sa(t)uol| < |uol

st puo prolungare Sa per continuita e densita in un operatore lineare
continuo da H in se stesso. Questo prolungamento si indica sempre con
Sa(t). Siwverifica che Sa(t) possiede le sequenti proprieta :

e Per ogni t > 0, Sa(t) : H - H ¢ un operatore lineare continuo e
1S4z < 1

SA(t1+t2)=SA(t1)OSA(t2) Vt1 >0,Vie >0
o
S4(0) =T

o hmtﬁo’tzg |SA(t)UQ - U0| =0 VUQ eH.

Una famiglia {S(t)}so di operatori di L(H) definita per ogni valore del
parametro t > 0 e verificante le proprieta sopraelencate ¢ per definizione un
semi-gruppo continuo di contrazioni.

Si puo mostrare (vedi Yosida K. Functional Analysis) che dato un semi-
gruppo continuo di contrazioni S(t), esiste un unico operatore massimale mo-
notono t.c. S(t) =Sa(t) per ognit > 0.

St stabilisce quindi una corrispondenza biunivoca tra gli operatori massimali
monotoni e i semi-gruppi continui di contrazioni.

Osservazione 6. Sia A un operatore massimale monotono e sia X € R. La
risoluzione di

Dy Au+Adu=0 su [0,+00)
u(0) = ug

si riconduce alla risoluzione di (6). Infatti basta porre v(t) = eMu(t). Allora
v verifica

@ Av=0 su [0,+00)
v(0) = ug
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