AM310 2012: Tracce delle lezioni- 10
DISEGUAGLIANZE DI CONVOLUZIONE

Abbiamo visto come Fubini-Tonelli implichi la seguente diseguaglianza di convoluzione

g fllx < gl 11 Vg.feLlt (Y1)

Pit in generale,
gelLl, fel’ = fxg=gxfel’ e |gxfll,<lglllfl, (¥p)

giacché (Holder con & + 2 =1)  [fan [Jr~ 9(x — ) f(y)dy|" da]? <

s (ol = llgte - y>|i|f<y>|dy)pdx]; <
o Ul =) (f, ot =) ] " < patf sl

NOTA 1.  (Yp) equivale alla seguente proprietd

|=

(Feghel! Vhel' ed 3e=0: |[ (fxg)@h(@)dr|<clhl, Vhe L
Infatti, posto k:= fxg e IU(h):= [kh, h € L9 talel é allora un ben definito
funzionale lineare e continuo su L7, e quindi, per il teorema di Riesz, esiste kelLr
tale che [kh = [kh Vhe Lie qu1nd1 posto k := k — k, si ha
fhel' vhelt e [ kh=0 vhelLr
R

e quindi k& € L'(Bg) VR > 0 ed anche (prendendo 2 = Ygng,) fEmBRl% =0

per ogni misurabile £ e quindi, per il teorema della media, k=0 q.0. e quindi
fxg=k=FkelL,.

NOTA 2. Per provare che || f * gll, < ||fll»llgll1 basterd quindi provare (e poi
applicare Fubini) che, se f, g, h sono misurabili non negative e % + é =1, allora

[ T —y) b dedy] < 171y Dol 10le (V)

Stabiliamo ora una diseguaglianza di questo tipo quando f € LP,g € L",h € L9,
con p,q,r > 1 tali che ]% + %—I— % = 2.



DISEGUAGLIANZA DI YOUNG

Siano  p,q,r > 1, ]13 + % + % = 2. Allora
[ (Fe)@) ha@ydel =1 [ fy) gl —y) hz) dudy]
Rn R?»xR"?
< £l Mgl lI7]lq (Y)

per ogni f € LP, g € L™, h € L. In particolare, se % = zla + % —1>0, allora
geL'(R"), [feL'(R") = [fxgel® e |[f*gls<lgll Il

Prova. Sep=r=1¢equindi ¢ = oco,s = 1, la diseguaglianza (Y) si riduce
alla (Y1):

[ 1) g —y) he) dudy| < [hllsc g £l < bl gl 111
R"xR

Ser =1ep>1, allora p e g sono esponenti coniugati, e quindi la diseguaglianza
(Y) si riduce, come visto, alla (Yp).

Caso generale: p,r > 1. Se  p',¢, v  sono gli esponenti coniugati, allora

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
r

/+/’ / PR =+ 7+7+7:1
P q r q P r

¢ v poq

Dalla diseguaglianza di Holder generalizzata e quindi Fubini

| fW)g(z —y)h(x)dzdy| <

R7»xR"

|=

xr
7

< lg(a — y)[7 x |h(@)| x [h(a)| dady <

X |g(x —y)|»

1
o

</ 1fWlPlglz—y)"dxdy 7 < ([ f@)lPh)dzdy )"
e ([, o
’ </ e M@ = y)ITd:cdyy <

5ol IFIE WBLE TRIE ol
71 Nl AU el I gl = 1151l Dol 1l



NOTA. La condizione % + é + % =2 ¢ necessaria, in quanto la diseguaglianza
deve essere invariante rispetto al cambio di scala '’ = tx, 3’ = ty: il primo membro

1 1 1
cambia per un fattore t~2", mentre il secondo cambia per un fattore tGret),

Il caso limite:
Allora

—i—%:l(equindiq:l,s:oo). Siano p,r > 1, +%:1.

1 1
p p

fEeLMRY), ge '(R") = frg€CNL® e;se p>1, sup |frgl(x) =pio 0
2| >R

ERf lg(z =1 fW)ldy < lgll- 1| fll, perogniz e |(f*g)(x+h)—(f*g)(z)] <

||f||p(an lg(z+h—y) —glz —y)|"dy)r =, , 0, equindi fxgeCnL

Siano poi g, fe € Cg°(R™)  tali che ||[g — gl + ||fe — fll, <e. Da Holder
(g * f)(@) = (g * fo)(@)| < |[(g — ge) * f1(@)] + |[ge * (f — f)l(x)] <

<Ng = gellv [1fllp + 11f = fellp Ngellr < 2eCllgll + [1£1]2)

Dunque g * fe —e0 g * f, uniformemente e siccome ge * feo € chiaramente
Cg°, allora g* f é continua. Infine, che g* f vada uniformemente a zero all’infinito
segue di nuovo dal fatto che g f é limite uniforme di funzioni a supporto compatto.

NOTA Nel caso limite, r = 1 e p = oo, allora, di nuovo, f*g é definita e continua,
ma non decade, in generale, all’infinito ( prendi ad esempio f = 1).

CONVOLUZIONE CON NUCLEI SINGOLARI
Dato A € (0,N), scriveremo Gy (z) := ﬁ Chiaramente G, non appar-
tiene ad alcun L"(RY). Tuttavia G ha proprietd di sommabilita locale:
dx o0 1 Nwol(By) n_»
[T — dt = — 22V R
/ R f, £t (o) > 1) N =X
lz|<R
cioé G € L},.. Cié comporta, in particolare, che se ¢ € Cg°(RY), allora

(pxGy)(z) = / So(y)|/\ dy = / Mdy

lz—y y|*

é definita per ogni x € RN ed é, per equidominatezza, una funzione C*(R"Y). La
convoluzione con nuclei G si estende a tutte le funzioni sommabili, come si vede
dalla seguente



DISEGUAGLIANZA DI
HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV (HLS)

Fissati p,q > 1 tali che %+ % +é =2, esiste c¢=c(\N,p) tale che

hz) J(y)
o o g sl < e Ikl 171,

per ogni f € LP(RYN), h € LYRYN). In particolare, se % = % + % —1>0,
(ovvero s € l’esponente coniugato di q), allora
Je>0: 1Gx = flls < cllfllp Vf e LP(RY)

In altre parole, 'applicazione f — Gy * f é ben definita per ogni funzione L?, p > 1

e Lf := G x f ¢ infatti lineare e continuo da L in L, % = % + % -1

NOTA La relazione sopra indicata tra i parametri A, p,r, N é necessaria
perché una siffatta diseguaglianza possa valere, e cié per il suo carattere di invari-
anza rispetto ai cambi di scala.

La dimostrazione di H-L-S é proposta in Appendice.

HLS: DUE CASI IMPORTANTI
p<N = |Gy fllse < eNop) Ifl,  VF € PRY)
N 0 N
py = IGros Sl we < o(N) Ifl,  VfeEDPRY)

Infatti, A=N-1, N>p>1 = 1=12122

mentre A=N-2, J>p>1 = 1= (=502 se = 2V



DUE APPLICAZIONI DI HLS

La convoluzione con nuclei GG d4 origine a importanti formule di rappresentazione.
Cominciamo con una formula relativa all’equazione di Poisson. Sia

d Gn-
NZ3, CNZ:N(N—Q)/—Z/M, NZ: N-2
FANTEEN N

Proposizione. —A(p x N) = ¢ inRY VpeCPRY).

Tale formula si basa sulla formula di integrazione per parti

- - _ 00 00 N
/ax]v / 895] Vue C*, YveCr(RY)

RN

che ¢é a sua volta conseguenza del Teorema Fondamentale del Calcolo. Ad esempio,

/ a(‘(?xl i (/ Ox, ) dxy...dry =0

RN
Prova della Proposizione. (pxGn_oo)(z)= [ %# dy
RN
A - 1
:hm/wdy—hm oz —y) Ay —————— dy
e—>oRN @+ |y)2) e—>oRN (& + |y2) ™
i [ oo =) > (N —2) — B Jdy
= lim [ ¢(x — —(N—-2) ————+ =
e%ORN j=1 dy; (2 + |?J|2)%
N y2 1
lim [ oz —1y) ) [N(N— 2 — (N — ldy =
S0 P (€2 + [y?) (2 + [y
, _N(N —2)¢? , N(N —2)
hm SO( - y) N4+2 — hm <P( é) N+2 dé
e—>oRN (2 + |y|2)T+ HORN (1+ [€]?) 5

L epoy NE2
J ey

Corollario (I Formula di Rappresentazione) Sia N > 3. Allora

o) = —(Ap)sN=— L [ BA—y)

o~ 2 Vo € C5°(RN)



La disequaglianza ||Gn_2 * f||

v < eN)fly VF € RN

N

Dice che l'operatore lineare f — f x N che ’risolve’ 'equazione di Poisson con
N
dato f € C§° si estende in modo continuo da tutto LF(RY),p € (1,5) a L2

In particolare, se p,, € C°(RY), ¢, —, f in LP e quindi p, * N —,, f*N in LNNfgp7
da —A(p, * N) = ¢, segue, integrando per parti,

—/(san*N)Asozf enp Yo € Gy

e quindi, passando al limite

—/(f*N)Asoz/fso Vo € Cg°

RN RN

Quanto trovato si esprime dicendo che
f * N é soluzione dell’equazione —Au = f in RY in senso ’debole’.

IT formula di rappresentazione. Sia ¢ € Ci°(RY), N > 3. Allora

CN |y|N

RN

2—N 0 ; N —2 Y
S [ aele - )i edy = =— [ <(Vo)a—y), 15 > dy
CN 7 RN Yj |y| CN BN |y|
Giustificazione della integrazione per parti: se v € C§°, allora [ %m%dx =
Ry
ou 1 x; T
im v=dr=—2-N)lim [ u—L—Fde = (N-2) / u—rdx
6—>0RN Oz (€2 + |2]2) 72 HORN (€2 4 |z]2)2 A ||V

2). Un calcolo alternativo basato sul Teorema della divergenza: se € ¢ aperto
limitato e a frontiera liscia e X € C*(Q, RY), allora

/didey:/<X,u> do
Q o0



ove v(y) indica la normale esterna ad Q in y € 9Q. Preso  X(y) := p(z — y)ﬁ,

. Y .Y )
div X(y) =< Vygo(x—y),w > +<pdva =-< (Vgo)(x—y),y— >
4 ; Yy s 1 _ 1 —
perché div oy = div'V (_W) =A (_W> =0 Vy # 0. Inoltre,
se ¢ = 0 fuori della palla B,, prenderemo €2 := {e¢ < |y| < r}, risultando quindi

v(y) = —1 se |yl = €. Indicata con wy l'area della sfera unitaria in RY, si trova:
< (V — > Vv — >
/ ( w)(wNy),y dy=tm [ VOE &y),y dy =
- | 0 ||
R ly[>e
o ple—y) . ple—y) , _
lyl=e lyl=e
NOTA. Da (x) e (xx) si deduce che —wy =25 =N [ —%Lx
BY (L) 2

La disequaglianza |Gn_1 % f|| xo. < o(N,p) || fll, Vf € LP(RY), insieme alla II
N—p

formula di rappresentazione da

LA DISEGUAGLIANZA DI SOBOLEV
Sia N > 3. Allora

N-—p
N
¥p € (1,N), 3e = ¢(N, p) : / WS | <o / Vul? Yu € O(RY)
N RN
Prova della diseguaglianza di Sobolev. ue CPRY) =

\%
lu(z)] < ¢ / w dy = c (|Vu| *xGy_1)(z) Yz e RN =
RN

Jull o < |G * [Vull e < ¢ [[Vull,
N—p N—p

NOTA. Sobolev vale anche per ogni N > 2 e p = 1. Si puod in effetti dedurre
facilmente dal caso p = 1, che a sua volta segue dalla diseguaglianza elementare

—+00 —+00
uar,. o)V < LGt an)di] x|, )]

7



che implica (f |u($)\%d:c <
RN

1 1

N—-1 +00 N-1 %
(f |8x1(t,a:2,..., )dt|> X ... X (_{O|£jv(x1,x2,...,t)dt|> dx

Sfruttando la speciale forma dell’integrando a secondo membro, si pud provare,
sempicemente iterando Holder, che

R

N—-1

N + N N
A [( [ “(t, xg,...,a:N)dtO X ... X (f |£J‘V(a:1,a:2,...,t)dt|> ]dx}
R — —00

§< i f |ax1(t xg,...,x]\/)dﬂdxg...dx]v) X ... X%
R

z|~

N—-1 —

,_

(Tl ftan o) =g 2T < S 18

N—-1 —

Diseguaglianza di POINCARE. Sial < p < N, Q c RY aperto limitato.

Allora Je=1¢(Q) >0: / |Vu|P > c/ lulP Yu e C5°(Q2)
o) Q
Infatti, da & + % =1, usando Holder e quindi Sobolev, segue
N—p
N
Np p
/ ufp < / |75 vol(Q)F < M(Q) / VulP  Yu e C(Q)
RN N RN
[ IvulPp
Poincaré non vale in RV: inf R =
uECS® (RN, us£0 [V\u\f’
R
Se  wu.(x) :=ulex), é [ |ulP=€eN [ |uP, [ |VulP=eN [ |Vul
RN RN RN RN
J I Veul? IVl
e quindi RY = & RN -0 Allo stesso modo
|uel? I lulp
RN
|Vul® [ Vul?
si vede che A () = inf L Yu € C5°(Q2
1) weCsE(Q),u0 [ |ul? [ |ul? 0 ()
RN RN

[ I'inf non é realizzato in C§°(Q): VYue C°() Je<1l: wu. € C(Q) |



Diseguaglianze di MORREY. Sia p > N .

=

()VR >03Jc=c(N,p,R) : |uleo < c(f |Vu|p> Vu € C§°(Bg)
RN

=

(i) Je = c(p, N) = fu(z)—uly)] < ¢

> (f yvu|p>p Vu € C°(RN)

RN
Prova di (i). u € C°(Bg), € Br = |u(z)| < ¢ [ 2l gy <

T

P 1 q
p - < p
N R

perché p >N = ¢(N—-1) < N.

Prova di (ii) Sia @, := {z: |z;] <r Vi} ( cubo di lato 2r centrato nell’origine).
Fissato T, sia uw = ﬁ J  u lamedia di usu @ := @, +7Z. Per ogni x € Q)
Qr+7
risulta

! ) dy| < Q/['?(JQT) d / [Vu(ty + (1 —t)z )\dt] dy
= 27\“/)§ 1 /1 ( / (Z)| dz) dt < (2;/)§_1 (/ Vup) /01 vol(tQ)l_;sz —
0 1—t)z+tQ )

\/N(zr)“l(/ wp)p /Oltifdt: c(N,p)rléf(/ vup)p
Q Q

2 t% 247
Dunque, fissati 2,y e posto r = |z —y|, T= %%, per cui z,y € Q, + T, si ha
1
p
N
u(e) ~ u(y)| < 26(N.p) > ( / W) = 20(N.p)le— [~ (R W)
Q2r+§
Morrey (i) non vale in RY. Se  uc(x):=u(ex), é
J IVuP = e [ |VulP mentre el = [Jull
N RN



APPENDICE: una dimostrazione di H-L-S.
Data f > 0 misurabile in R, sia
Xr=xr,, DIp={(x1t)eR"x[0,+o0]: 0<t< f(z)}
Chiaramente I'y e quindi x; sono misurabili e
fz) = /0+°° (e 0dt veeRY, [ = / (f > )|dt

ove abbiamo indicato con |(f > t)| la misura dell’insieme (f > t) := {z € RN :
f(z) >t} ( la seconda uguaglianza deriva da Fubini). Analogamente

fP(z) +o0
Ple)=p sPlds =p z,s)sPds | fp =p |(f > s)|sP " ds
f Xt
0 0

Infine, effettuando il cambio di variabile ¢ = T%, vediamo che

1 +oo +o00
o= /0' g~ A T s = )\/0 Xisl<rym " ldr ¥z € RN

Prova di (HLS). Dividendo per ||f|l, ||2]l- . (HLS) si riscrive

h(z) f(y)

RVxRN |z —y|* dedy:  f,h =0, [fll,=1=hll} < +o0

c(N,\,p) = sup{

Si tratta cioé di provare che esiste ¢ = ¢(IN, A, p) > 0 tale che
+oo
p/ |(f > t)[tP 1ds—/ fpzlz/ h’":r/ I(h > s)|s"'ds =
N RV 0
+o0 J +oo d +oo —A—ld dr du <
/szxRN </0 Xr(yt) t) (/0 Xn(2, ) 8) </0 X{jz—yl<r}T Tﬂ zdy <c

. too rtoo ptoo [(to 5 T)
ovvero, usando Fubini, che / / / pwE ————Zdtdsdt < ¢
T

ove si é posto  I(t,5,7) := [gnrmy XF(@, 1) Xn (Y, ) X{le—y|<r} dT dy.
Osserviamo che

X{z—yl<r} £ 1 = I < |(f>t)] [(h>s)]

10



< wolB, |(f > t)| = ex ™V|(f > 1)

<1 o= I < wolBy |(h>s)] = ew 7 |(h > 5)
ey TV(f > )] |(h > s)]

= 'S aden 78, 17> D), (> 9)])

1
Sostituendo 7 con cy T, otteniamo

+oo oo+ [(t,5,7)
[ Tm ) gt ds dr <

<oy / - / - </ - P+ max] TN|(f|(jf t>)|t)||<h ;hsl B dT) ds dt

Passo 1 Per ogni s,t si ha

A

N

[T e < R it > ) 10 > 015, 15> 0 (> ) )

A = XN =
Infatti, se  |(h > s)| <|(f >t)|, allora

I > D] |(h > )| ™I > D] |(h > s)|

max{ 7, [(F> Ol (> 9)} = max{7V, [(F >0}
e quindi
+oo J(t, s, A (>IN 7N (B > o0 f>t)| [(h>
| (Tf;f) i< [ [ |7.(,\+1 Moy s [ ( >T|A+|<1 N o
= P> > DI+ (R >8] [(f > =
B NCJ% Noa Nc]% Noa
=5 o= 90> 01 < g S0 > D1 (> 9)

Scambiando h ed f, si ottiene

A
+oo J(t Nck
- TR DN(f > D)1k > )| <

(> 5)] 2 (7 > 1) S <yl

47

< T 1> 9l > 01

11



Dal Passo 1 otteniamo

N —
VT >0 : M/N Nh(x)f(A)ddy<
NeY  /RYxR |z — y

g/ooo<h>s|/ f>t|th>ds+/ ( h>s)|W/:Fw|(f>t)|dt)ds

g N—X
Ore, / (F >0 dat= [ | > p T 05 e
0 0

N dt <

2>

= </ooo (f >t dt)w (/OTt—@—”NI* dt) =

N—
N\~ TU(lel o » T A 1
= ¢(\,N,p)T"= V> hé -+ —-+-=2=
(p) 1—(p—1) — c¢(\, N, p) perché p+N+T
A N — A\ PA P P
N_(p_l) N 1_p+ﬁ_2p_¥_p <7"_1)?

Dunque, prendendo T = sg, vediamo che

+o0
p/ |(f > )|t ds = 1—7“/ |(h > s)|s" " 'ds
0

r

/Ooo (|(h>s)|/08p (f >t~ dt) ds <

= N,
< ¢(N,\,p) / (h>s) s1ds = AP
0

r
Analoga limitazione per il secondo integrale: usando Fubini e poi Holder

/Ooo( |(h>s)IW/SZO|<f>t)|dt) ds=/0°°( |(f>t>|/f (h > )% ds) di —
/Ooo( |(f >t)!/0t§ I(h > s)| "7 sV " s~ =15 ds) dt <

N-—X\

A
[e%s) (o) v t% _ N
< [T >0 (/ I(h > s)|s™! ds> 7 (/ (=D ds) dt
0 0 0

(O Npr) [N >0l 13005 e = e Nopr) [T I(f > 0] o de
0 0

12



AMS5: Esercizi e Problemi- 10

Problema 1. Sia0<¢ sommabilein R® taleche [g.p =1. Sia
@e(z) = (7). Allora

[ decxf=FP =00 ¥fE LR, VR>0
Br
ove feLlp. & [fu<plflf <+oo VR>0.

Problema 2. Sia f continuain R", ¢ € (C§°.  Provare che

(i) fxe(x):= [z f(x—y)p(y)dy ¢ definita in tutto R™ ed é una funzione
ce.

(ii) f=*ye converge uniformemente sui compatti ad f.

Problema 3. Sia f sommabile in R". Provare che

J15@) = G [, Fwdy e =0

Problema 4  Sia f € C(RY). Provare che

f(l’) _>|x\—>+oo 0 = Elfn € COOO<RN) : SupN ’fn(x) - f(l')| —n—-4oo 0
zeR

Esercizio 1. Sia a€0,1). Sia f(z)= =X

Provare che  fxf ¢ continua sse «a < %

Esercizio 2. Sia f sommabile in R". Posto fn = F Xqr@)<n}s
provare che

/Ig|<+00 = /Ifn*g—f*9|—>n0

Esercizio 3. Stabilire se é vero che

feCR"), pely = z=— /R f(x—y)g(y)dy  ésommabile

13



AMD5: Esercizi e Problemi- 8

CENNI DI SOLUZIONE

Problema 2. Sia  supp ¢ C By, lz| < R.  Allora

(@ * f)( /!f Yleely) dy =
/ (P (2) — flz —ex)ldz) <
< s |f@) = )] e 0

xayEBR-‘rlv |$7y‘§6

per la uniforme continuita di f in Bgryi.

Problema 3. J1f (@) = g Jpw fW)dylda | <

- TN’UOZBl/ </|f YIXB, @) (Y )dy) dr =

TNUOZB /(/‘f — [z —2)xm (= )dz) dr =
TNUOZB /(/’f — flz =] x5, (€ )TNd§> dr =

volB1 / (XBI /|f — [z =rf) |d9:) dé =10 0

perché [ |f(z) — f(x —r&)|dr —,00 e c’ éequidominatezza:

x8.(6) [ 1f(z) = flw = rE)ldw < 20l X, (€)
Problema 4.

feCRY), f(@) =2us100 = f ¢éuniformemente continua su tutto RY

e quindi, esattamente come nel Problema 2 si vede che ora
sup |(e * f)(2)] —em0 0
RN

Sia ora  Xp = X|z|<n- E

«(fxn) €CERY) e |(pr* (fOt— D)) < sup [fy) <e se n>n

" ly|=n

14



e quindi, per n > n,, si ha

[(p2x(fxn)) (@)= f(@)] < [(@x(f (=D (@) [+ (prxf) (@)~ f ()| lege Vo € RY

Il viceversa é ovvio:

Su]ylf(x) — fa@)] <€, supp f,. CBg, |t|>R. =
R

[f @) <[f(@) = fo (@) + [fa(2)] < €

Esercizio 1. Se a < % allora f€L? equindi f*f écontinua:

(FxDa+h) = (= N@I < [If@+h—y) = fla=ylIfw)ldy <

< sl ([ 156 +h =)= = p)Fdy)" =100

Per discutere il caso > %, calcoliamo esplicitamente f x f.
<0 = xou®)xou—y) =X0np-10H) =0 = (f*f)(z)=0
x dy 1 = dy

VxSl = U= e e = e

1 1 dt 1
= 3l /0 DR —z0t TOO  se  a > B

mentre

0<zr<1l = (f>l<f)(:6):/01 se a=_

Dunque  fx f é discontinuainx =0 se «a > % Questo ¢ in effetti I'unico
punto di discontinuita:

r>1l = (f+))=

|
8
R0
O
L
|
e T
~~
—_
|
QU
| =
Q
~
Q

che é evidentemente continua.
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