AM310 2012: Tracce delle lezioni- 8

MISURA PRODOTTO E TEOREMA DI FUBINI
Siano p, v misure su X,Y, 3, ¥, le classi dei misurabili. Per ogni S C X xY ¢

(1 x v)(S) :=inf{d_ wA)v(B;): SCU;R;, Rj:= A; x Bj € X, x%,}
J

—! LR = L"(R™) x L™(R™)

Notazioni. Dato S in X x Y, le sezioni di S sono

Vo e X, Sy ={y: (x,y) € S}, VyeY SYi={x: (z,y) € S}

E (U]S])I = Uj('sj)x; (ﬂ]S])x = ﬂ](Sj)x Indicato R=Ax B € E# X Z,/ un
rettangolo misurabile, valgono le basilari relazioni

v(R;) =v(B)xa, p(Av(B) = /X v(R,)dp
R; sono rettangoli misurabili, chiameremo P := U, R; plurirettangolo.
Proposizione .

(i) p x v é misura (esterna) su X XY

(i) (uxv)(AxB) = p(A)v(B), VR=AxBeX,x3, = [v(R,)du=
[ (B v

(i) T, x5y C Spws

(iv) Se (u x v)(T) < oo, esistono P; plurirettangoli di misura finita tali che:
TcCS:=nPl, (uxv)(T) = (uxv)(S) (regolaritd della misura prodotto).

Prova. (i) Se T' C U,;Tj con (u x v)(T}) < oo, siano R;; = A;; X B;; rettangoli
misurabili tali che 7, C U;R;; e >, pu(A ZJ) ( i) < (ux v)(Tj) + 5. Som-
mando, troviamo  (u x v)(T) < X, u(Ai)v(Bi;) < Xi(uxv)(T;) + €, ecié
prova la numerabile subadditivita.

(11) R C UjRj, Rj = Aj X Bj € 2“ X 2, = I/(Rx) < Ej V((Rj)g;) =
WAW(B) < S nA)w(B) =  wAW(B) < (uxv)(R) < nAW(B)

(iii) Proviamo dapprima che



RiNRy= 0= (,LL X V)(Rl U Rz) = (/J X V)(Rl) + (,U, X V)(Rz)
Infatti, se Ry U Ry C URj, ﬁj = A; x B; €%, x %, allora v((Ry).) + v((Ry)2) =
v((Ry U Ry)o Z (X v)(Ra) + (% v)(Ro) < 37 u(A)w(By)
= (1 X V)(B1) + (p X v)(R) < (ux v)(R1 U Ry)

Ora, (uxv)(R) = (uxv)(RNQ) + (uxv)(R\Q) VR,Q € X, x3, perché
R\ @ é unione di (due) rettangoli disgiunti misurabili. Quindi, se 7T C X x Y]
TCUjRj,Rj:AjXBjEEuXEV é

(X V)(T\R) + (nxv)(TOR) < (nxv)(Ui(R; \ R)) + (MXV)(Uj(RjﬂR)) <
2 x ) (RN R) + (pxv)(R N R) =3 (n x v)(R Zu

e quindi, passando all'inf  (ux v)(T\ R) + (uxv)(TNR) < (,u x v)(T).

(iv) Da (u x v)(T') < oo segue che Vi,3R;; € ¥, x %, : T C U;R;; Vi, tali che
(ux V)(T) + § = Zj(n x v)(Ry) = (1 x v)(UjRy) = (1 x v)(N: Uj Ryj).

Teorema di Fubini I.  Sia S € ¥,,,, S CU,S;, (1xv)(S;) < oo Vj. Allora

(i) S, € ¥, pu—gq.o. zx, Ste¥, v—gqo.y
(il)  — v(Sy), y — p(SY)  sono misurabili
W) xS = fS)dn = [u(sn)ds

Dimostrazione. Intanto la tesi é vera se S é un plurirettangolo P = U,;R; e
R; = A; x B; sono rettangoli disgiunti: P, = U;(R;), ¢, per ogni z, misurabile
perché unione numerabile di misurabilie v(FP,) = >, v((R;).) = X v(Bj)xa, ¢
misurabile perché somma di una serie di funzioni misurabili; infine, vale (iii):

(1 x V)(P) = S (ux v)(Ry) = [ I p= [ (Ry) )= [ v(P)dp

Ora, ogni plurirettangolo P = U;R;, R; = A; x B; € ¥, X ¥, si pud scrivere come
unione di rettangoli disgiunti (se R, = Rl,}?nﬂ = Rop1 \U R, é UjR; = Ujf%j
e R; si pud a sua volta scrivere come unione disgiunta di rettangoli misurabili!).
Quindi v(P,) é misurabile e (i)-(iii) valgono per ogni plurirettangolo P.



Proviamo ora (i)-(iii) per S = N;P; con (p X v)(FPy) < 00

Intanto, le sezioni sono ovviamente misurabili. Poi, possiamo intanto supporre
che Pjy C P; Vj. Infatti, se P = U;R;, P = U;R; allora PN P = U;;R; N R,
¢ plurirettangolo, e quindi, basta eventualmente sostituire P, con N7_; P;. Quindi,
da (u x v)(P) < oo segue (u x v)(S) = lim;(p x v)(F;) = lim; [y v((P).)dp.
Siccome [y v((Py)z)dp = (u x v)(P1) < oo, é v((P1):) < oo q.o0.x, e quindi
v((P})z) — v((N;(P;)s) = v(S;) per quasi ogni x e quindi x — v(S,) é misurabile.
Infine, lim; [y v((P}).)dp = [x lim; v((P;),)dp (convergenza dominatal)

Conclusione della dimostrazione. Se (u x v)(S) < oo, esiste S = N,;P; con
( x V)(P) <ooetaleche ScS e (uxv)(S)=(uxv)S). Per quanto
visto, per S valgono (i)-(iii). Allora

¢ (ExV)(S) =0 = 0= (uxv)(S) = [ v(S,)dp
v(S:) qo.x = x — v(S,) é misurabile e (1 x v)(S) =
o (uxv)(S)<oo = (uxv)

(xp)(
ogniz = SzzSz\S\SxEE

Supponiamo infine che S sia soltanto o—finito.
Sostituendo S, con U7_,S; possiamo supporre S, C Spy1 e sostituendo S, con
Sp, NS possiamo supporre che S = U,S,. Ora, (uxv)(S;) < oo =
Sy = U(Sj). € ¥, qo. z, v(Sy) = lim;v((5;)) ¢ misurabile e
[ (S,) = Timy [0((S))a) dp = limg( x v)(S;) = (1% v)(S).

NOTA. L’ipotesi di (¢ x v) o— finitezza su S é essenziale (vedi Esercizio 1).
Teorema di Fubini II.  Sia [y, |f|d(pxv) < oo . Allora

(i) = f(z,y), y— f(x,y) sono sommabili per quasi ogni x, (risp. per quasi
ogni y)

(i) y— [y flz,y)dy, = — [y f(z,y)dv sono sommabili e

L fawanar = [ ([ feypaan = [ rawx)



Dimostrazione. ~ Sia S € Xy, (£ xv)(S) <oo. Da  x, (z,¥) = x5, (%)
e dal Teorema di Fubini I segue

[, X dixy) = ux o)) = [uS)du = [

Sia quindi 0 < f = 37, %ng, S; € Xuxy - Allora

1 .
00 > f=>Y =uxv)(s;) = (uxv)(S;) <ooVj =
XxY J ]
(Sj)z €X, Yy, p—gqo. x, x — v((Sj),) sono misurabili e quindi

/nyfd(“x’”:zj:;/XXYXJ (uxv) Z /[/X(s> ]dﬂz

Analogamente,

Per concludere:
_ + = - _ - _
[ faxv) = [ =5 = [ (| rravap— [ ([ favan = [ ([ fav)an
NOTA. Lpotesi [y.y |f| < oo é essenziale (vedi Esercizio 1).

Teorema di Fubini-Tonelli. Sia © x v ¢ finita, f © X v misurabile. Allora

/ /]f]du dp < o0 :>/ |fld(pxv) < oo

e quindi valgono le conclusioni del Teorema di Fubibi II.

Basta osservare che I'ipotesi di o finitezza assicura che, se |f| = X, %XS]., agli
S; ¢ applicabile il Teorema di Fubini I. La dimostrazione continua come per Fubini II.

NOTA L’ipotesi di ¢ finitezza é essenziale (vedi Esercizio 1).



INTEGRAZIONE IN RY

Nel seguito, con LY indicheremo di regola la misura di Lebesgue in RY.
Ricordiamo che la misura di Lebesgue in RY ha le seguenti fon-

damentali proprietd (che in effetti la caratterizzano):

é misura boreliana regolare, invariante per traslazione
¢é finita sui compatti e positiva sugli aperti

Siccome LY (R) = vol(R) per ogni rettangolo R,
¢é invariante per riflessione e positivamente omogenea di grado N

Inoltre valgono le proprieta di approssimazione
LN(A) =inf{LN(O): ACO,O0 aperto} VA C RV
LN(E) =sup{LY(K): K C E,K compatto} VE C R Lebesgue misurabile

Dall’invarianza per traslazione segue I’
invarianza per traslazione dell’integrale
se  7uf(x):=f(x—h), xz heRY, allora
7,f é misurabile < f é misurabile e / (T f)dLYN = / fary
RN RN

Dalla N-omogeneitéa e dall’invarianza per riflessione seguono le regole di trasfor-
mazione

/f(ta:)dLN:t’N/f(:c)dLN Vit > 0, /f(—a:)dLN: /f(x)dLN
RN RN RV RN

Le regole di trasformazione sopra indicate non sono che casi particolari della gen-
erale formula di cambio di variabile, ben nota nell’integrale di Riemann che coincide
infatti , sulle funzioni continue a supporto compatto, con l'integrale di Lebesgue.



TEOREMI DI DENSITA
(approsimazione in media).

Approssimazione mediante funzioni semplici. Sia p misura su X,p > 1.
Allora

per ogni f € LP esistono funzioni semplici ¢; tali che [ |f — ;[P —; 0.

Infatti,se 0 < f = lim; p;, p; < f funzionisemplici, é 0 < [(f—¢;)? —; 0
(convergenza dominata). Basta poi scrivere f = f* — f~.

Approssimazione di funzioni sommabili in R” mediante funzioni C;(RY).

Approssimazione di funzioni caratteristiche. Sia £ ¢ R" Lebesgue mis-
urabile, p>1. Se L"(E) < oo, allora

Ve>0, 3y € Co(RY): Jrv [pe — xElP < e

Basta ricordare che esistono K, compatto, O, aperto, taliche K.C FE C
O. e LNONK, < e

Sia § > 0 tale che d(z,K.) <§ = =z € O.. Basta allora porre
oe(z) =7v(d(z,K.)) ove ~yeC@R) cony(0)=1e~(t)=0set>4.

3. Corollario . Se [gn |f|P < oo, esistono f; € Cp tali che [gn |f — f;|P —; 0.

Segue subito da 1 e 2.

4. Corollario . [gn |[f| < 00 = [gn|f(x+h) — f(2)[P dx —p—0 O.

Ovvio se f € Cy (convergenza dominata).  Poi,
ieG®Y),  [If =g >0 =
Timpool [ 1z + 1) = f@)P)F <
< Bmnpol([ 1f @)= fia+m) )i+ [ fiath)= @) )+ ([ 1 @)= F @) <
< 2 [ 1) = f@)P)?



PRODOTTO DI CONVOLUZIONE.

Siano f,g € Co(RN). E allora definita

(f9)@):= [ J@=v) gly)dy, @eRY

RN

f * g si chiama prodotto di convoluzione di f e g. Valgono le seguenti proprieta:
(i) fxg =gxf
(i) f* g € Co(RY) con supp (f *g) C supp f +supp g
(i) [ 1 +al < [ 171 [ 1ol

La (i) si ottiene effettuando il cambio di variabile z = x — y.
La (ii) segue da: x ¢ supp f +suppg, y € suppg = = —y ¢ supp f; la continuitd
di f *x g segue dai teroremi di passaggio al limite sotto segno di integrale.
La (iii) segue da Fubini-Tonelli : [ |(f * g)(z)|dz <
RN

/ (R/ If(m—y)g(y)dy) do= [ (i/ f(x—y)g(y)drc> dy= [ 1f [ o]

RN RN

Il prodotto di convoluzione si estende a funzioni f,g € L'(R™). Osserviamo in
primo luogo che f(z —y) ¢ misurabile in RY x RY. Infatti, se f; € Co(R")
sono tali che f; — f in L'(R") e f;j(z) = f(z) Va ¢ N ove N é un insieme di
misura nulla, allora f;(z —y) = f(x —y) V(z,y) € p *(N) ove p(x,y) :==x —y e
p~1(N) é di misura nullain RY x RY  perché, se N C B con B boreliano in RY
di misura nulla, allora p~*(B) é boreliano in RY x R ed ha, per Fubini, misura
nulla, perché [p~1(B)], = y+ B. Anche in questo caso pid generale si ottengono,
come sopra, le proprietd (i) e (iii). Piu in generale, se p > 1, si ha

fell, gerlr = |If=gll, <llflllgl,

Infatti, se p > 1 e % + % =1,siha:  [Jgny (Jg~ [f(z —v)g(y)|dy))’ dx]% =

[/RN (/RN f@=y)lP|f@ - y>|5\g<y>|dy)”dxf <

1

o Ut = ot ([ st ian) o] "< psitrat i



AMS5 2010: Esercizi e problemi-8

MISURA PRODOTTO E TEOREMA DI FUBINI

Esercizio 1.  Siano X =Y = [0, 1]

Siano p la misura di Lebesgue e v la misura che conta.  Sia D = {(z,z): = €

[0,1]}.
Provare che D é p x v-misurabile e calcolare  (u x v)(D).

Provare che v(D,) é u-misurabile, che (DY) é v-misurabile.

D Jxv(Dg)dp = [y p(D¥)dv ?

Esercizio 2.  Siano X =Y = [0, 1] muniti della misura di Lebesgue . Siano
1 11 1 1 11 1 1
Ly=0,=-[=|z=+~],... i =z+..+—, =+ ...+ —+ — N
0 [0,2], 1 [2,2+4], n [2+ tomgt +2n+2n+1], n e
Rj:[jfl X[jfl, Rj:[jXijla jEN

f =302 xn, — 2,
n=1

Mostrare che — [i (Ji f(z,y)dz)dy, J3 (Y f(z,y)dy)dx  esistono entrambi
ma sono diversi.

Perché non si applica in questo caso il Teorema Fubini-Tonelli?

Esercizio 3 Provare che L™ = " x L™



INTEGRAZIONE IN RY, CONVOLUZIONE

Problema 1.  Sia p, misura in R" definita sulla classe dei Boreliani; p si dice
Borel regolare se per ogni Boreliano B risulta

(i) u(B) = inf{u(0) : B C O,0 aperto}
(i) u(B) = sup{p(K) : K C B, K compatto}

Provare che, se pu é Borel regolare, finita sui compatti e positiva sugli aperti, ed
¢ invariante per traslazione, allora é un multiplo della misura di Lebesgue.

Problema 2 . Data f Lebesgue misurabile in R", ¢ > 0, sia fiy(x) = f(tz).
Provare che

(i)f; & misurabile, feLP = fye LP e ||fill, =t 7 ||fll,

Problema 3. Siano f, g sommabili in R". Stabilire se é vero che

f,g pari/dispari = f*g épari, f pari, g dispari = [ x g é dispari
Problema 4. Sia A C RY. Provare che

(i) B € RY boreliano di misura nulla = {(z,y) : = —y € B} ha misura nulla
in RY x RY

Suggerimento. Usare Fubini..
(i) A € RY di misura nulla = {(z,y) : *—y € A} ha misura nulla in R¥ x RY

(iv) A Lebesgue misurabile in RY = {(z,y) : v —y € A} é Lebesgue misurabile
in RV x RY

Suggerimento. Considerare B boreliano in RN tale che A C B, LN(A) = LY (B)..



Problema 5 Sia f : RY — R Lebesgue misurabile. Provare che (x,y) :—
f(x —y) é Lebesgue misurabile in RY x RY

Suggerimento. Scrivere, per f > 0, f(x) = X, %XAj,f(:v —y) = ... ed usare
Uesercizio precedente (nota che xa(x —Y) = X{(zy): z—yeA})-

Problema 6. Sia f sommabile in R". Provare che

frxe=0 VoeCf = f=0q.o.
Problema 7. Provare che

feLY(RY), l|g(z)]<c = gxf ¢ében definita e continua

Mostrare, utilizzando le funzioni f=9g= 273 X[o,1,  che l'ipotesi di limitatezza
su g é essenziale.

Problema 8. Provare che

fr9e L'RY), Jg@)|<e = (9% @) Fafrsoo 0

Mostrare che l'ipotesi di limitatezza su g é essenziale.

Esercizio 1.  Siano f(z) = ﬁx[_u], g(x) =3, nax[n,nJr%]. Stabilire se ,
per B > a-+1, fxg élimitata

Esercizio 2. Sia f sommabile in R" | » > 0. Provare che

T — f(y)dy
By (z)

é continua e dotata di massimo su tutto RY. Provare infine che

r— max/ f(y)dy
B, (z)

RN

¢ continua.

Esercizio 3. Sia f(x) = ,/m, x € R. Provare che

(i) f € L? se e solo se p =2

(ii) f* x[-1,1) € L? se e solo se p > 2.

10



AMD5: Esercizi e problemi- 8
CENNI DI SOLUZIONE
Esercizio 1. D =N, UL, =4 4] x [=4 L] Dunque D ¢é misurabile nel

prodotto.
Poi, v(Dy) =1, w(D¥) =0, [yv(De)dp=1%#0= [y p(DY)dv.

Esercizio 2. yel,, =
1 92n—1  92n 11
| ey ==— -5 =0 = [ ([ f@ydrdy =0
1 1
mentre 0§x§§ = /0 (/0 flzy)dy =1

1 1 1 1 1
§<$§1 :>/ flz,y)dy=-2"4+2"=0 = / (/ f(x,y)dy)da:zi
0 0 Jo

Esercizio 3 Basta considerare il caso n = m = 1.

Basta provare che L? < L' x L'. Sia A C R? tale che (L' x L')(A) < +o0 e sia
quindi A C U;A;x B; C RxR Lebesgue misurabili tali che 3°; L'(A;) L (B;) < 4.
Siano quindi A; C U;1;;, B; C UgJg, con

> UTiy) < LYA) + ez, Y U(Jky) < LY(B;) + eby
i k
per cui AC Uikj[ij X ka e quindi

LHA) < Y7 1(Iy) 1(Jky) < Z(Ll(Aj) +ea;) (L'(Bj) + ebs) =

=D ILY(A)) (LN(B))] + €D _[L1(Aj)b; + L' (Bj)as] + € 3 azb;
Prendendo a; = L'(A;), b; = L'(B;) troviamo
L*A) < (1+€)* Y [L(A;) (L(B;)]

J

e quindi L*(A) < (1 +€)*(L* x LY (A).

11



INTEGRAZIONE IN RY, CONVOLUZIONE

Problema 1 . Sia  h € C°(RY) tale che [hdL" =

Per ogni f € C5°(RY) risulta, usando Fubini applicato alla misura prodotto
v x LN e l'invarianza per traslazione:

[ i =
J ([ Fdhiz)ary = / ( / f(@+ yyduh(@)al” = [([ 1@+ y)h(@)dL)du =
//f AL ydp = [ ([ bz = y)dp) f(@)dL™ =

:c/deN

ove ¢ = [ hdu. Dalle proprieta (i)-(ii) segue, come nel caso della misura di
Lebesgue, che C°(RY) é denso in L*(p), e quindi

/ dy = ¢ / dLY VE boreliano
E E

Problema 3. Se f, g sono entrambe pari o entrambe dispari, risulta

(f*9)(— /f —r—Y)g dy—/fxw dy—/fw z)g(2)dz = (f*g)(x)

Allo stesso modo si vede che, se f, g sono 'una pari e I'altra dispari, allora f * g é
dispari.

Problema 4. Sia B C RY boreliano, p: (z,y) =z —y. Siccome p
é continua,  p~!(B) é boreliano:

A :={A C R" : p7'(A) é boreliano } contiene i boreliani, perché (come si vede
subito) A é o - algebra e contiene i chiusi (p é continual).

12



(i)  Si pué quindi applicare Fubini all'insieme misurabile  p~*(B):
' B).=s-B = Lp'(B).) =0 vz =
(LN % L) (p / LN¥(z — B)LY(z) = 0

(ii) Se Ac B,LY(B)=0,B boreliano, da  p~1(A) C p~1(B) ed (i) segue
che  p~!'(A) ha misura nulla

(iii)  Sia A di misura finita, A C B boreliano con LY (A) = L™(B) e quindi
B\ A ha misura nulla. ~ Da

p (A =p {(B\(B\A) =p (B)\p (B\4)

segue che  p~!(A) é misurabile,  perché, per (i), p~'(B\ A) ha misura nulla e
p~Y(B) é (addirittura) boreliano.

Problema 6. In particolare,

/f Y)dy =0 Vg€ O

Ora, se E é misurabile di misura finita, per ogni € > 0 esistono K, C E C O,
(rispettivamente compatto ed aperto) con LY(O,) —e < LY(F) < LN(K,) + e.
Quindi

3 0, e€Cr, 0<p,<1: ¢,—=nxe ¢o. equindi |¢,—xgl —n0

e quindi / fxe=0 VE  misurabile.  Concludiamo che f =0
Problema 7.  [|f(z —v)g(y)|dy <c[|f| Vzequindi f*g é definita Vz e

(Frg)a+h)=(F29)(@)| < ¢ [ |flath—y)=fla=y)ldy = [ 1F(z+h)=F(2)ldz —pi0 0

Infine, siano f=9g= x_%X[O,l] c L'(R)

E  fxgel' (fxg)(x)=0sex<Ooppurez>2 mentre 0<z<l =

1 1 1 x 1 1
(9@ = [ ——xpnl@—y)—dy= [ —— —dy>
0 (;U—y):’, Y3 0 (gj—y)3 Y3
@ 11 ., 11
— 5 dy = 5 —5Y%0 = 31 “emor +00
0 x3 Y3 3x3 3;33



Problema 8. Fissati k>0, z € R”Y, eposto A(k):={z: |f(2)| >k},
Alk,z) ={y: |f(x—y)| >k} =2— A(k), risulta, perogni R >0

J1@=gwldy <l [ 1F@=y)lay+lglle [ 1fa=y)ldy+k [ lgw)ldy

ly|<R A(k,x) ly|>R

Siccome [ |f(y)|dy > [ |f(2)|dz > kLY (A(k)) = LY(A(k)) =100 0, si ha
Alk)

(%) / |f(x —y)|dy = / |f(2)|dz —=k—400 O Dunque,
A(k,z) A(k)
Ve>0, 3k Rt lglle [ Ifle-wldy<e ko[ lg<e
A(k:e,z) ‘yl_ €
e quindi limsup [ |f(z —y) g(y)|dy < [|g]loc lim sup / |f(z—y)ldy + 2¢
|| =400 |z| =00
[y|<R.
—llglletimsup [ [£(=)|dz + 2¢ =2

P B )

Controesempio: lo stesso del Problema 8.

Esercizio1. E fg=>, Z—Z <400 se f[f—a>1.  Poi,

(fxg)(x Zn/ fydt e 2a>pB>a+1 =

1
nB

e+ ) =k [ 00t = JVAE = 1 o oo

Esercizio 2. Se [ Bo(x) | (y)dy =0 Vz allora il massimo é zero ed é realizzato
in ogni punto. Se no,  sup, [, f(y)dy >0. Ma

1) = [ Ty = [ F0) X5,y = [ F@)xs. (2 = y)dy = (7 * x5)(x)

14



¢ continua in = (Problema 8) e va a zero all'infinito (Problema 9). Per il teorema di
Weierstrass, I é dotata di massimo, diciamo

sw [ fldy= [ fydy

x B, (x) Br(xr)

Poi, per I'assoluta continuitd dell’integrale

Ve 3 r—pl<i = [ fway— [ fwd<e Ve

By (z)
o Sy = [ )] <
|ty = |

Byr(zr) B, (zr

S+ [ Sy = [ Fo)d] < 2

Esercizio 3.

+00 +o00 dr
Plx) de = / B - = 400
ZO e e 2 (1 + log? |2])®

se p#2, perché se p <2  fP va a zero per x che va all’infinito , pit
lentamente di ﬁ mentre se  p > 2 va all’infinito , per x che va a zero, pit

rapidamente di ﬁ

Infine,
1
<
|| log” |z
che ¢ integrabile in zero e all’infinito perché 4 loéx = — xlo{é%.
+1
’ dt

Poi (X)) :x/l I (L+ Tog? 1)

¢ una funzione continua, di potenza p-esima sommabile sse p > 2 perché

9 o dt 2

< <
Vi@ —1) (1 +log?(z — 1))

Ve +1) (1+log e+ 1) 00 It (1 + log? [¢])
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