AM310 2012: Tracce delle lezioni- 6

LO SPAZIO L~: DUALITA E COMPATTEZZA DEBOLE*

Sia g misura su X. L>® =L®(X,%, u) =
{f| f ¢ misurabile ed esiste ¢>0: |f(z)]<c¢ quasiperogni =z}
e |flloo :=inf{c>0: |f(z)|<c¢ qo. z}=
=[[flloc :=min{c>0: |f(z)|<e¢ qo. =z}, perché

pla: 1F@] > Wb = o(Ualos @] > [t} ) =0

E facile vedere che (L™, |.||sc) é un Banach. Vogliamo provare che

(LYY = L>*: se p éo-finita, allora (L') é isometricamente isomorfo a L™
TEOREMA DELLA MEDIA. Sia i misura o-finita. Sia g € L'. Allora

mSﬁégSM VE€Y con O<u(E)<4+o0 = m<g< M qo.

Prova. Sia u(E) < oo, E, = {x € E: g(x) > M + 1}. E u(E,) = 0, perché,
altrimenti,
1
Mu(E) = [ 9= (M + -)u(E,)
En
Dunque p({z € E: g(z) > M}) = p(U{z € E:g(z) > M+ 1}) =0.
Se poi X = U;E;, u(E;) < oo, E; C Ej44, troviamo

p(f s () > MY) =limp({r € B, gla) > M}) =0
Ugualmente p({x : g(x) < m})=0.

NOTA 1. Lo stesso vale se g € L. Infatti, per quanto sopra, m < g < M
@.0. su ogni insieme di misura finita. Dunque, se X = U;E;, E;NE; =0 se i # j,
pu(E;) < 4oo,alloram < g < Min E;equindim < g < M in X = U;E;.

NOTA 2. L’ipotesi 'u é o-finita é essenziale. Ad esempio, se X =
{1,00}, u({1}) =1,u({occ}) =0 e f(1) =1, f(c0) = 400, f ha un’unica media,
pari a 1, e quindi, se valesse il Teorema della media, sarebbe p({z : f(z) # 1}) =0,
mentre p({x: f(x) # 1}) = oo.



Prova del Teorema di isomorfismo. Data g¢ge& L>®, sia

() =1, L= [fo ver  E L(I=1]fol <l
Dunque [, é un funzionale lineare e continuo su L' con
gl < 19l
T é isometria (chiaramente lineare). Si tratta di provare che ||ly]| > ||g]lo. E
1 / ly(XR)
—— [ 9| = < [l
WE) ) p(E) !

e quindi, per il Teorema della Media, |/g|/cc < ||{4]|-

T é suriettiva. Sia X = U;E;, E;NE; =0, u(E;) < +oo.  Datol € (L'), sia
Li(f) = 1(fxg) D

LGOI WU xell < WU iE) [1fl: - VfeL?
segue che [; ¢ lineare e continuo su L? e quindi
el Ue) =Ll = [fg Vel
Allora, presa f = xg, sign g;, si ha che, se i # j, 0 = l(xg, sign g; xg;) = | |gj| e
E;
quindi g; = 0 q.o. in E¥. In particolare g; € L' e quindi, dal teorema della media e

l(XEmEj)

e <

segue che g; € L. Ora, se f € L', allora f‘E]_ é approssimabile in L'(FE;) mediante

funzioni L? e quindi, dalla limitatezza di g; e dalla continuitd di [ segue che

Ufxe) =) = [ fo;  VfelL!

Infine, siccome 3% fxg, converge a f in L', dalla continuitd di [ segue che
=S i) =X [ fo= [ F(Za)
j j

ove [ 325 gjlloe < 17l



11 duale di L*>® non é L!

Data g € LN X, ),  sia l,(f) =[x fgdu, felL>® L(g):=1, ¢

isometria lineare di L' in (L*), ma mnon é in generale, suriettiva.

Da [ly(£) < llgll [l segue che Iy € (L%)" e [|Lgllc < [lgllv = L ¢
operatore lineare continuo di L' in (L*)’. Di pi, presa f = sign g,  ||l,|| > [g].
Controesempio. Se

l(p) == p(0) Ve CFRY)

[ ¢ funzionale lineare continuo su C§°, e, per il Teorema di Hahn-Banach, [ ha
un prolungamento lineare e continuo su tutto L*°, che indichiamo ancora con [ .

Se esistesse g € L! tale che I(f) = [gf, Vfe&L>® sarebbe
/g o(nx)dr —, 0 Yo e CPRY) ;  contraddizione se ¢(0) # 0.

Convergenza debole in L'. Siano f, € L.

fomsfoin L e [(a= b0 Vhe L
Convergenza debole in L. Siano f, € L*.

fo—=f in L® & I(f,) =) Vie (L™
Convergenza debole* in L>°. Siano f, € L*™.

fo=f in L® o /fnh—>/fh Vh e Lt

NOTA. Diversamente da quanto accade in LP, p € (1,4+00), successioni limitate
in L' 0o in L™ non hanno, in generale, estratte debolmente convergenti.

() Sia feCF®RY), f20, [f=1 fula)i=n"fna). B J |fulde= [ |f]
Supponiamo che esistano f € L! ed fn, tali che [ f, g— [ fg Vg e L®. Quindi

[ fo=tim [ fu@g()de = tim [ £y) oL )dy=g(0) Vg e CoRY)

e quindi g(0) = [ f(x)g(jz)dz —; 0 che é assurdo se g(0) # 0.
RN

Notiamo che se p > 1 e f € CRYN), f >0, [f =1
é ora [ |fulPdx = f |f], ma f, — 0 in LP, perché | f
RN

o) = n



H<p||oon]zg_NRj]‘V lf(y)|dy — 0 Vo € Co(RYN). Siccome, come vedremo, Co(RY) é

denso in LP(RY), concludiamo che [ n¥ f(nz)p(z)dz — 0 Y € LP.
RN
(ii) Siano f, = ﬁ sin(nt), t € [—m, m]. Tali funzioni formano un sistema ortonor-

male in L?([—m, 7] e quindi convergono debolmente a zero in L2 Di pid, si ha

Lemma (Riemann-Lebesgue) f, —* 0in L*(|—m,x]), ovvero

/ sin(nt) g(t)dt =, 0 Vg€ LY[—n,7))

—Tr

Cié deriva dal fatto che i polinomi trigonometrici sono densi in Cs; e quindi in
Co((—m, 7)) che é a sua volta denso in L'([—m,7]) e dal fatto che, se P ¢ un poli-

nomio trigonometrico, [ sin(nt) P(t)dt = 0 non appena n é pii grande del ’grado’
di P e quindi [ sin(nt) g(t)dt —, 0 Vg € Co((—m,m)) .
La successione f,, non ha pero estratte debolmente convergenti in L. Segue da

1. Se ¢, € C([0,27]) tende debolmente a zero in L™ allora ¢, (t) —, 0 Vt.
2. Ogni sottosuccessione f,, converge al pid su un insieme di misura nulla.

Il fatto 1. si vede considerando [;(¢) := ¢(t), t € [0, 27]. Tale [; é funzionale lineare e
continuo (rispetto alla norma del sup) su C([0, 27]), ed é quindi, per Hahn-Banach,
restrizione di un [ € (L)', Ovviamente l;(¢,) —, 0 < ¢, (t) —, 0.

Il fatto 2. segue da Riemann-Lebesgue : }T sin(nt) xg(t)dt -, 0  VE C [-7,7]

misurabile. Se infatti
Ey :={t € [-m, @] : Ilimsin(nt)} = {t € [-m, 7] : Tlim cos(nt)}

posto g = limsup,, sin(nt), h = limsup,, cos(nt), siha h? +¢>*=1in F e

0 :hm]sin(nt) g(t)xe(t)dt = ]92XE, zliy/cos(nt) h(t)xp(t)dt = /hQXE

n
—T

e quindi

0= ](92+h2)XE: /XE:M(E)



Stesso argomento se ny é crescente, e quindi ogni sottosuccessione di sin(nt) con-
verge al pit su di un insieme di misura nulla.

Compattezza debole* (Teorema di Banach-Alaoglu). Siano p o-finita
ed L'(1) separabile. Allora

sup || fulloo < 400 = Ing, fEeL>®:  fu, =" f

Infatti :  sup,, | [ fuh| < (sup, ||fallso) 2]l ¥V i € L' = ( procedimento diagonale
di Cantor !) 3ny, : I(h) :=limy [ fn, b esiste finito Vh € D C L' numerabile
e denso; [ si prolunga in modo lineare e continuo a tutto L! e quindi

39 € L™ : lilgn/fnkh:l(h):/gh Vhe D

e quindi (in modo standard)  limy [ f,,h = [gh Vh e L'

Funzionali lineari continui e misure.  Sial € (L=(X,%,x)).  Allora

el )= [Jodu  VFELT & (fa="0 = U(f2) = 0)

= Ovvio.
< Proviamolo nell'ipotesi aggiuntiva f>0 = I(f) >0. In tal caso

w(E):=1l(xe), F€Y émisuraperché E; € X, EENE; =0Vi#j =
Xopmaats 02 = [ Xuis, B0 VRE L' 5 Uxuim,) 0 0 =

oo

n n
H Zl XE +l XUPHHE Z +l XUJ>R+1E —n Z/M(Eg)
7j=1 j=1

Ora, per linearitd, (o) = [@du sep= Z CiXE,-
j=1
Poi, se 0 < ¢; < f € L*(u) tende puntualmente ed in modo monotono a f, é
[@jduy —; [ fdu.  Ma, per Lebesgue, é anche [ p;hdp — [ fhdy  Vh € L*(p) e
quindi [ ;dw = U(e;) —=; 1(f). Quindi [ fdu, =1(f) e, scrivendo f = ft—f~,
W) = [ fdm  VF e L%

Infine, u(F) =0 = w(FE) = Il(xg) = 0 (w é ’assolutamente continua’ rispetto a
@). Ma allora, 'esiatenza di g € L'(u) tale che [ fdu, = [ fgdu Ve L>®(un)
¢ conseguenza del Teorema di Radon-Nikodym:

se v é assolutamente continua rispetto a p, esiste g € L' (1) tale che

:/gdu VE ey
E



Esercizi e problemi 6

Esercizio 1.

Provare che [*°

non ¢é separabile.

Esercizio 2. Trovare una successione [, € (I*°)’  limitata, che non

ha estratte debole*  convergenti.
Esercizio 3. Sia c¢op:= {ze€l*®: z(j)—;0}.

Provare che ¢y é sottospazio lineare chiuso di [* e che
*

Ya €1°°, da, € ¢ : a, =" a

(non é in particolare vero che  z, € C'C 1>  chiuso e convesso,
T, =~*r in [* = xe€l).

Esercizio 4. Sia h €l'.  Posto

() ::/th:Zh(j)x(j) Yz €

provare che  Lh:=1, ¢ una isometria lineare suriettiva di ' su (o)’
il duale di ¢y...ma cq non é il duale di I'!).

Esercizio 5.

Mostrare con un esempio che non tutte le successioni limitate in ¢y hanno estrat-

te debolmente convergenti.

Esercizio 6. Provare che
1
xn€l7 Tn —n T = ||l‘n—l'||1 —n 0
Esercizio 7.  Sia f misurabile. Provare che

(i) Sup,>1 Ifllp, <400 = fel™®

(i) fel'nl>* = fel? Vp>lel|fll,—= flw



CENNI DI SOLUZIONI

Esercizio 1. Sia A:={x:N — {0,1} } = 2N, Come noto, A non ¢
numerabile (ha la potenza del continuo). Siccome

esiste in [*° una famiglia non numerabile di palle disgiunte:  un insieme denso in
[*° , dovendo intersecare ciascuna di tali palle, non pué dunque essere numerabile.

Esercizio 2. Sia  [(z):=xz(n) Vrel® B

()] = [x(n)] < sup[z(7)] = ||zl e quindi [|/l,]] =1
J

(infatti, se  e,(j):=0 se j#n e ey,(n):=1, allora I,(e,) =1).

Siccome

ln, =1 < x(ng) =1, (x) = l(z)

implica, in particolare, che  x(ny) converge, tale [ non pud esistere perché,
quale che sia la selezione ny, esiste una successione limitata x tale che la k — z(ny)
non converga.

Esercizio 3. (i)  Chiaramente,

zn(j) =50 Vn, suplr,(j) —z(j)] 2.0 =
J

el < [20) =2 + 2a(G)] < 2¢

se n = n, é abbastanza grande e j > j(n.), ovverox € ¢y e quindi ¢g é chiuso in [*.

Ricordiamo qui che, pensato N munito della misura che conta, i corrispondenti
LP si indicano [P. In particolare, [ é il duale di [':

Vhel®, Iz ::/Nhazzz h(j)z(j) Vrel', e Lh:=1,
j=1

¢ isometria lineare suriettiva di ~ [* su (I*)'.
Esempio:  se  b,:=Xq,.n, Ob€co e b, (x):= b= x(j) Vre
j=1

I'. Siha I, (z) =, 5 2(j) = [yT =1l ovvero b, =* yn & co. Pitin
i=1

7



generale, VYa e N eposto a,:=ab, ,risulta

(@) = Y 2(5) anG) = 3 2(7) a(j) — i 2() aj) = la(z) Vo el

J Jj=1

ovvero a, —* a in [*.

(ii) Se, per h € l', Lh :=1, In(z) == >X;h(j) (j), Lh é fun-

zionale lineare e continuo su [* e quindi anche su ¢y con  ||l|| = ||h||i  perché
h(z)] < ||zlle 25 |R(5)| e, viceversa, posto  ,(j) := sign h(j) b,(j) risulta
T € coy  |Talle =1 equindi |l > l(x,) = X [h(j)] VYn.

Suriettivitd di L. Sia I € (o) e, posto e, := X} € co, sia

h:=(l(e;))jen. Intanto, hel’, perché
D ) =10>_ sign h(j)e;) < Ul 13 sign h(j) ejllee < [I1]
j=1 j=1 j=1

Zlh <l < o0

Infine |z — by, xHoo = sup |z(j)| =n 0 Vz € =
j>n+1

I(x )—llmlxb —hle 7)e;) :ix = lp(x)
j=1
Esercizio 4.
Come in (ii)dell’esrcizio 3: by 1= xq1,..n} —* XN & Co-
In particolare, Iy, (ej) =, 1 Vj.

Esercizio 5.  Per assurdo (passando eventualmente ad una sottosuccessione)

Jz, = 0in ' tale che |[z,]l; >8>0, e quindi, sostituendo z, con TSR

Jz, =0 con J|z,|i=1 VneN
Da z, =0 ovvero Zmn( )a(j) =n 0 Va €l* segue, prendendo a = Xy},

(i) =, 0 VieN

Quindi, per ogni fissato  m € N, Y |z ()| >3 Yn>n,
j>m



Siano poi  k; <[y  tali che

> o)l = 4

Jj=k1
Detto nq; = 1, sia ny tale che se ky > [; ed I3 > ko é abbastanza grande risulti

lo

3
> ()2
Jj=ka
Iterando, si costruisce una sottosuccessione  x,,  tale che, se  k; > 14 ed
[; é abbastanza grande risulti
. l 3 . . o1
VieN: w2 S equndi Y () + Y e ()] < 7
— 4 — — 4
]—k)z ]<k1 .7>l1
Se a(j) = sign x,,(j) Vj=ki,....l;, ¢ a€l®equindi 3, z,(j)a(j) = 0
. L , , 31 1
mentre me(]) Z |x"z Z |xm(])| + Z |Im(])‘ Z o 37— 5
; rd — — 4 4 2
J = i<k; 7>
contraddizione.
Esercizio 6.
(i)  Sia {z: |f(z)] >¢c}) Allora
1 1 1 1
sup([ 1790 > ([ APz entfa |f@)] 2 b = sup( [ 1£19)7 >
p>1 (z)|>c} p>1

> climsupu({z = |f(x)] > c})r =c

p——+00

se ¢ > sup,s; ([ |f|p)% e quindi

=

|f(@)| = c}) >0

1Flloo < sup,o, (f [ £17)7

timsup [| fll, < [ f{loo
p—+o0

ed allora

G) p>1 = S =P A
S Al < IAIE NP1

Poi, c<lfle = sl{e:

£l > el

p—)OO

Hf@) zeh)r = limnt||fll, > ¢ = limnf{|fll, > |l



