AM310 2012: V Settimana

SPAZI [*: DUALITA E COMPATTEZZA DEBOLE
Sia g misura su X, p > 1, % + % =1; ||.||, indichera la norma in LP(X, u).

Siano p,q > 1 esponenti coniugati: % + % = 1. La diseguaglianza di Holder
permette di mettere in relazione (’dualitd’) LP ed L? mediante la forma bilineare e
continua (che é tale grazie a Holder) su LP x L4

<fg>=[fo.  I<fa>I<flpllgll, Ve gelL

Tale "dualitd’ supplisce il prodotto scalare in L? e permette di ritrovare una buona
parte delle proprietd di L? (ovvero degli Hilbert).

Tale forma bilineare fornisce, in primo luogo, elementi di (L?)’, il duale di LP: se
g € L, allora  [,(f) =< f,g > ¢ un funzionale lineare e continuo su LP
(continuo perché  |l,(f)] < || fll lgll¢)- Di pit Iapplicazione

T:g-1, lg(f)::/fg, ge Ll

manda L? nel duale di L? in modo lineare ed isometrico, T' € una isometria lineare:

gl = 11T (9)]l ove IT(g)| := sup |ly(f)|= sup | [ fg]
Hf”p:l ||pr:1
Infatti  [|T(g)| < llgllq Poi, [ |gl"?g b = [Ilgl"?g P = [lg]? =

lglld  (in particolare, g€ L9, [fg=0 Vfe€Ll=g=0) equindi

11,(191“7% 9)] [ 1g|® -2
! =—7=lglla “=9llq

1)l = 7
lglla lglla

Mostreremo che T é suriettiva.

Nel caso p = 2, tale fatto deriva dall’esistenza della proiezione ortogonale. La
nozione di ortogonalitd si esprime qui attraverso la relazione < f, g >= 0. Siccome,
come visto sopra, f € LP = |f[P72f € L9, diremo anche (con abuso di linguaggio)
che f € LP ¢é ortogonale a h € LP se |f[P~2f é ortogonale a h, cioé se [ |f[P~2fh = 0.
La proprietd di L? (in quanto Hilbert) da cui deriva la proiezione ortogonale é
I'identita del parallelogramma, che possiamo anche scrivere

(L£ll2+ llgll2)* + (Ufllz = llgll2)* = If + g3+ If —alz Vg€ L?

Tale identita non sussiste in LP se p # 2, ma pud essere sostituita dalla
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DISEGUAGLIANZA DI HANNER

1<p<2 = (Iflp+ lgl)"+ I fllp = Nlglly I < [ f+al5+1f =gl Vf.g €L

p=2 = (1l + Ngllp)"+ 1 f [l = Nglly 7 = N +gllp+ 1 =gllp Vg€ LP
Proiezione su un convesso chiuso. Siap > 1, C C L?  chiuso e convesso.
Allora VheL?, 3hceC: |h—hel<|h—yg| VgeC e
Jlh—helP2(h—he) (g—he) <0 VgeC. Se V=V C L? ¢ lineare,

allora  [|h—hy|P"2(h—hy) g =0 Vg€V, oweroh—hy éortogonale a V

Prova. Sia f, € C' minimizzante: | fr. — Rl =n d :=infyec ||h — 9]
Basta provare che f,, é di Cauchy, perché allora

3 he € C = C tale che || f,, — hol| —n 0 e quindi  ||h — h¢e|| =d.  Proviamo che
Hanner = fn é di Cauchy.
Caso p>2. Prendiamo, in Hanner, f = f, — h, ¢ = f,, — h, e otteniamo
(2d +0(1))" + (1) = ([[fo = hllp + [fm = 2llp)" + [ fo = 2llp = [1fm = Bl
2| fo = fully + [fat fo = 2015 2 [ fu = fuully + 270" = o(1) 2 [Ifa — full}
Caso 1<p<2. InHanner, f=h-— @, g= f” , danno

(Hh fn + fm fm

o+ 1122 ||p) [l = fallz + 1 = funllz] < 207 +o(1)

Dalla convessita di C' segue ||h — %Hp > d ed allora

(1 +pM) < dP(1+ “Wﬂ

P < 9JP
o P <2 +o(1) =

perché p > 1. Quindi, usando di nuovo la convessitd in Hanner
2d + | fa = fnllp)? + 2d = (| fu = finllp)” < 271 + (1)

e quindi, posto  ¢(t) := w, ¢(W> < 1+o(1).
Siccome ¢'(t) > 0Vt € (0, 1] concludiamo che || f,, — f||, = 0 per n,m — +o0.



Infine,  ,(t) := [ |h=[tg+(1=0)hc)]IP = [ [h=ho|" = ¢4(0) Vg e C, Viel0,1]

= 0<¢,(0) = [|h—hcP=*(h—ho) (he —g) VgeC.

Definizione di convergenza debole in L.  Sia f, € L? :

fo=n f & /fngdu%/fgdu Vgel!
Dal Principio di Uniforme Limitatezza segue subito che
Proposizione.
fo—nf nL? = sup||full, < +o0

Infatti i funzionali lineari e continui su LY dati da l,(g) = [ fug, g € L% sono
puntualmente limitati (convergono puntualmente a I(g) := [ fg, g € L?) e quindi
sup,, ||l || < oo. Ma |[n]| = || fullp-

Proposizione.

i) | fo—fllp, 70 = f, —, fin L? (ma non viceversa)

(i) fo—=nf, 9n —ng, L a,feR = af,+Lg,—naf+pPgin LP
(iif) fo —n f in P = sup, [[full, < +oco e liminf||full, > [|f[l,

(iv) fo=n f 0 P, go =g in LY = [fogy —=u [fg

V)<g>=LY [fngi —=n0 Vj, sup, [[fullp < +o0 = f,—, 0 in LP

Prova. () | (fu= )9l <Ilfu—Flpllgly =00 Vg€ Lt (i) ovvia
i) | fugl < Ifuly lolle = 117 gl < Qimint, Ifull) lgll, VoL =
S =1 [ £ Qs p1 < Gt [ fully |17 = tmint £l ([ 1173
(iv) sup, [lfuly < +00 =

| [Unga=t ) <1 [ (Fa=Dgl ] [(9a=9)fal <1 [Fa= Dl 411l lga=glly 2 0

(v) B [fog—n 0 Vge< g; >. Dato g € L9, siano h; €< g; > tali che
||hj — qu —; 0. Allora

[ 1ugl <1 [ absl [ gallhi=gl = Timsup| [ fugl < [i=gllysup | fully Vi

e quindi limsup,, | [ f. 9| = 0.



Lemma di Mazur Sia C chiuso e convesso. Allora
el fun—=nlf = fecC

Prova.  Indicata con  f¢ la proiezione di f su C| risulta

0< [1f = Jel™™(f = Jo) (Je = f2) ¥neN
Quindi, passando al limite, si trova 0< — [|f — fc|P e quindi f = fc € C.

Teorema ( IL DUALE DI v é L9
Sia p > 1, %—l—% =1. Allora (L?)" é isometricamente isomorfoa L7
Prova. Abbiamo visto che 'applicazione T'(g) :=ly, l,(f) == [ fg,, ¢ isome-
tria lineare di LY nel duale di LP. Proviamo ora che T é suriettiva:

Vie (L)Y, Ng=g el l(f):/fg Vfe L

Sia infatti  V := Ker [. Se | # 0, V é sottospazio lineare chiuso proprio di
L?, e quindi esiste helP: h¢V .Se hy#h élasua proiezione su V,
detta g:= |h—hy|P2(h—hy) ,sihachege Le

/gv: /]h—hv\p’z(h—hv)v:() Yv eV, /gh>0 perché

fgh=Ilh=hylP2(h = h)[(h = hv) + ) = [Jh = hyl?.  Ora,

Vielr: l(f—wh):() e quindi 0= g(f—@h): gf—“—f) gh
I(h) [(h) [(h)

e quindi I(f) = / U(g)h g] /

Teorema (compattezza debole)  Sia L? separabile. Allora

sup [ full, <+o00 =  IfeLP, ng—p+oo:  fo, =k f

Prova. Sia  wu, densa in L?.  E facile vedere  (vedi Problema 1)  che
Gn = |unP"?u, & denso in LY.

Siccome  sup, | [ fng;| < +00  Vj e quindi, per ogni j, la successione nu-
merica  n — [ f,g; hauna estratta convergente, si puo estrarre da f,, ( metodo
diagonale di Cantor ) una f,, tale che

l(g;) == liin/fnkgj esiste finito Vj



e quindi l(g) = lilgn/fnkg esiste finito Vg €< g, >

Inoltre, [  é chiaramente lineare su < g; >, e
gl < (sup |lfulls) llglls Vg e<g;>

Dunque [ si estende (in modo unico) a un funzionale lineare e continuo su tutto
L4, che continuiamo ad indicare [. Dal teorema di rappresentazione:

Ifelr: l(g):/fg Vg € L

Per quanto sopra, /fnkgj — U(g;) /fg] Vj

e (punto v) della Proposizione) ci6 é sufficente a garantire che  f,, — f.

Esercizi, problemi e complementi 5
Uniforme limitatezza in L”: una dimostrazione diretta
h, € LP, sup | /hngl <400 Vgel? = sup |l < 400
Prova. Equivalentemente,

hy, € LP, sup, |[hn|, =400 = 3geLi: sup,|[hag|=+ox

Passando ad una sottosuccessione, possiamo supporre che ||h, |, > 4", e quindi

fn =

thH 4" soddisfa anHp = 4", Sup‘/fng‘ <400 Vge Lt
nip "

. —2 . n .
Sta g = ‘ﬁ?r‘jﬁ_fln' Si ha Jlgal®=1 e [ fagn = |fallp =4". Poi

n+m . n+m

1
ol <1 = 1 Pl <Y g a0 v =

n

o0

N 0, 4" 14 n
9 = 23393 e Lf € /fngj| > = z(3)" vn

j>n i>n 2 3

Ora, i numeri o; si possono sciegliere in modo che | [ f,§| — +00. Basta prendere



n—1
o1 :=1 e, induttivamente, o, := sign <21 2 [ fa gj> ( sign 0:=1)
]:

perché, con tale scelta , risulta

n

n—1
o = 95 . n 1., A,
Y3 [hel =123 [he+ 5 [ fol 2 @ [ ha=G)
Quindi |ffn§|:|§1§5fffngj +j§n%ffngj| >

1.4
> > 5
2

X5 [ fol IS5 [l

i>n

Prova della diseguaglianza di Hanner Siccome la diseguaglianza é sim-

metrica in f, g, e certamente vera se ||f|, |lgll, = 0, possiamo supporre | fl|, >
lgll, > 0. Dividendo per |f|> , ed avendo posto  f := “]ZCHP, g = W la

diseguaglianza si riscrive,
() pelt2l: |fllp=1lgl, <1 = (+lglly)"+A=lagl)?” < 1f+alp+1f=ali7

() p=2: (fllb =10l <1 = (+lgll)*+A=lglly)" = [1F+al5+1f=all;

Ora, (%), (x*) si possono derivare da
Una diseguaglianza elementare.
() T<p<2 = am)tfP+b(r)|sP <|t+s|P+|t—sP VsteR,re(0,]1]

(e0) 2<p = a(r)|t]P +b(r)|s|P > |t+s|P + |t —s]P Vs, t € R,r € (0,1]
ove a(r):=1+rP L+ 1 —r)Pt  br)=rP[(1+r)P L —(1—-r)pP1.

Proviamo che (o) = (x) (e (ee) = (xx)). Da

(L1 (=) = [P+ (L e P = (L= =

= a(r)+b(r)r? segue, posto r=9lp,
(I+gllp)P+(=lgl,)" = a(r)|f(z)[P+b(r)[g(z) P perché /|f|” = 1.
Quindi, posto ¢ = f(x), s = g(x), in (o), otteniamo ().



Prova di (e), (ee). Intanto, sono vere per t =0:  ¥r > 0 si ha

-1
b’(r):prp [(1—=7)P 2= (14+7)P2]>0 se p<2 e bU(r)<0 se p>2

Siccome b(1) =271 < 2sep <2 e b(l) >2sep > 2 sihaquindi che
1<p<2 = b(r)<2in(0,1] mentre p>2 = b(r)>2in (0,1] . Ovvero,
() e ((ee)) valgono per t = 0 e si possono dunque riscrivere, dividendo per [t ,
nella forma equivalente

(o) 1<p<2 = ar)+br)|rP<|1+7P+|1—-7P VreR
(@) p>2 = alr)+br)|rP>1+7P+[1—-7]P VreR

che infatti basta provare per ogni 7 > 0, perché la diseguaglianza é pari in 7.

Posto  ~(r,7) :=a(r) + b(r)r?, r € (0,1],7 > 0, basta provare che

l<p<2 = sup y(r,7)=|1+7P+ 1 =77 ¥Vr>0
0<r<1
; — p _ P >
p>2 = 02&7(7‘,7’) N+7P+[1—7P Vr>0

£ d(r) = (- DI B = -0 ) =) (D)

rp
a <0, V>0 se p<2 e dad>0, V<0 se p>2 Vr>0

In particolare, 4’ si annulla esattamente in r =7, e y(7) = |1+ 7|P 4+ |1 — 7|P é un
massimo se p < 2 ed un minimo se p > 2. Quindi

<1 = (o), (o) valgono

Sia infine 7 > 1. Per quanto visto, se p < 2 0= % <lere(0,1]
allora

a(r) +b(r)o? < (1+0)P+(1—-6)? equindi 7Pa(r)+b(r) < (1+7)P+(1—71)°
e vale la diseguaglianza opposta se p > 2. Basta allora provare che Vr € (0,1]
a(r) +b(r)m? <a(r)r? +b(r) se p<2

a(r) +b(r) > a(r)m? +b(r) se p>2

E ci6 segue dal fatto che p <2 = o -V =d(1+ ) <0in (0,1] e
quindi

a(l) =b(1) =271 = a(r)>b(r) ¥re (0,1 = [a(r)—b(r)] 7" > a(r)—b(r)

7



= a(r)+ 7°b(r) < 7P a(r) + b(r)

Se invece p > 2, é ' —b' > 0 in (0, 1], e quindi si ottiene la diseguaglianza opposta.

Problema 1 . Provare che

1 1
L?  separabile , —+4+-=1 = L% separabile
p q

e, pii in generale, se E' é un Banach, allora
E'  separabile = E separabile

Provare con un esempio che I'implicazione E separabile = FE’ separabile é falsa.

Suggerimento. Usare il ’fatto’ sequente: se V € sottospazio chiuso proprio di F,
allora esiste un ' € E', ' # 0 tale che x'(x) =0 per ogni x € V

Problema 2.  Siap >2.  Provare che ||.||, ¢ uniformemente convessa:

fn+ n
1252 1 = = gally 5 0

1falls llgnll < 1,
Suggerimento: usare la disequaglianza di Hanner

Problema 3. Sia p > 2. Provare che

fo=n ko Ml = 1Al = Wfa=flly =0

Suggerimento: usare la uniforme convessitd della norma

Esercizio 1.  Dare un esempio di LP non separabile.

Esercizio 2. Sia f, =, fin L, p > 1.

(i) Provare con un esempio che f,, puo non convergere in alcun punto, pud non
convergere in misura. Puo accadere che f,, non abbia alcuna sottosuccessione con-
vergente q.0.”7

(ii)Provare che se f,(x) — g(z) q.0. allora g = f q.o.

(iii) Provare che se [|f.[? — [|f|P allora f,, ha almeno una sottosuccesione con-
vergente q.o. ad f.



Esercizio 3  Sia f,, — f quasi ovunque. Provare che
uw(E) <+o0o = fuxg — fxg in misura

Esercizio 4  Sia f,, € L? limitata: sup,, ||fa||, < 400 . Provare che
fn — f q.0., oppure in misura, = f, converge a f debolmente.

Suggerimento Fissata ¢ € L' N LY , usare la diseguaglianza

[ = Dol < Wl + A 11546 [ o

Esercizio 5  Siano f,, € LP. Provare che

(i) f. — f in misura, f, — f in misura = f = f q.o.
(i) f, — f in misura, f, — f q.0. = f = f q.0.

(iii) f,, — f in misura, f, — f in L?,= f = f q.o.

(iv)fn — f q0., fo— fin LP,= f = [ q.o.

(v)f. — f debolmente f,, — f debolmente = f = f q.o.
(vi) fn — f debolmente f,, — f in misura = f = f q.o.

(vii) f, — f debolmente f, — f q.0. = f = f q.o.

Esercizio 6 Sia f € LP . Provare che

(i) p({z € R | fp > t)) < 1
(i) tPu({x € R™™ ¢ |f(x)| > t}) = 0 al tendere di t a 0 e a +oo.

Provare con un esempio che tale condizione non garantisce 'appartenenza di f

ad LP.

(ili) Sia p(X) < +oo. Siano f, € LP,p > 1, tale che sup, ||fu|l, < +o0, €
fn — f,q.0.. Provare che f,, — fin LY Vq < p.
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CENNI DI SOLUZIONI

Problema 1. Sia D denso in LP. Sia g € LY.  Allora
f=lg|"%9gecl? = 3f,€D: f,—f qo.f, equidominatain L”

= gn:=|falP 2 = |fIP2f =g equidominatain  L¢
= {|fIP"*f: fe€D} édensoinL?
Sia E' separabile, {z!,: n € N} denso in E’. Sia

1
T, € E: lzall =1, 2 (x,) > 5”95%“ Allora

1
Z(z,) =0 YneN = §Hxﬁl|| <zl (x,) =al (x,) — 2’ (x,) < ||z, — 2’| VneN

= 2 < ll2" = 2h ) + ll27) <32’ — 2l VneN = 2'=0

Cié comporta che V', chiusura di < z, >, é densa (altrimenti esisterebbe 2’ € E’,
non nullo che si annulla su V') e quindi anche l'insieme delle combinazioni lineari
degli x,, e a coefficenti razionali (che é un insieme numerabile) é denso in E.

Un esempio é dato da [', che é separabile (le combinazioni lineari dei vettori
eii € N, e;(j) = d;; sono dense in [') mentre il suo duale, che é [*°, non é sepa-
rabile: l'insieme {x;; = e; +e; : 4,5 € N} é non numerabile e 4,5 # I,m =
|zij — Ziml|lo = sup,, |zi;(n) — z1m(n)| =1 e quindi esiste una famiglia non numer-
abile di palle disgiunte; un insieme denso, dovendo intersecare ogni palla, é dunque
necessariamente non numerabile.

Problema 2.  Da Hanner (scriveremo |||, = ||.|):

[full = llgnll =1,

fn+ 9n
HTH —nl =

2 2 limsup (Ilfu + gull” + 1 = all"] = 2 Hlimsup | fa=gul® = [lfa=gall =0

Ora, se
—1

ntg
[ fulls [lgnll <1 H”Q”H
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llora 7], oell = 1, perché ]+ ol < 7 <2 = |l < g <1

— 2 e quindi,

Hg H ||gn||

per quanto appena provato, ||zl T ||gnH | =0 e qumdl
=gl < o= 2l I+ llgn — 2]l =+ 0
£l ||fn|| ||9n|| I n||
Problema 3.  Facilmente,
Jn f f
— T | lp =0 = |fa=fllp—0
Il I anH (LA™ g
Possiamo quindi supporre, (f # 0 e) dividendo per || f.|l,  ||fall = I f]| = 1.
Quindi fn—f = J 5 LR = hmmef fH > =1
Dall’'uniforme convessita segue allora che || f,, — f|, = 0.
Esercizio 1.  Sia X insieme non numerabile, dotato della misura che conta .

Gli elementi di LP(X, p) dati da  f = xqz3,2 € X hanno la proprietd

1
r#y = X — Xl =27
Dunque esiste in LP(X, ) un insieme non numerabile di palle disgiunte e quindi
ogni insieme denso in LP(X, i), dovendo intersecare ognuna di queste palle, é nec-
essariamente non numerabile.

Esercizio 3 fn — [ quasi ovunque implica

= u({x € B : limsup | fu(2)—f ()] > 0}) = p(UiNaUhends € B |fa(w)—f(2)] > }})

> (P Uk {2 € E < |ful) — [(2)] > j})

e quindi, dato che p(E) < 400, otteniamo

Wz € B - |fulx) — f(2)] > }} < 1(Uisnlz € B - [fulz) — f(2)] > ;}>

o 1O U {2 € B [fa(z) — f(2)] > j}) ~0

Esercizio 4  Sia g€ L' N LY. Se f, — f in misura, allora

hmsup/ Yal < (Ifallp + 11 f hmsup/ g +5/g
| < (llo+ M lmsup( [ gl [l
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§(5/|g| V6 > 0

Basta ora osservare che L' N L7 é denso in LY. Infatti, se 0 < g € L9, é
g = limy Zé\f:l in con Zé\f:l X% € LY e quindi anche in L'. Poi, scrivi g = g" —g~.

Se  f, — f quasi ovunque, e g = Z;yzl X]ﬂ € L7 equindi pu(E)) <
+oo Vj e quindi  f, = f  in misura su ogni £, come sopra si ha che

limsup,, | [(fn = f) g/ = 0.

Esercizio 5

(i) fo— finmisura = 3f, — f q.o. Passando eventualmente di nuovo
ad una sottosuccessione possiamo supporre  f,, — f q.o. Dunque f = f q.o.

(ii)  come in (i)

(iii) segue da (i), perché f, — fin L» = f, — f in misura

(iv)  segue dal fatto che f, — fin L? = 3f, — f qo.

V) [fg—=fg, [fg—= [ fg Ygelt = [(f-flg=0 Vge
L = f—f=0q.o.

(vi)-(vii)  f, — f debolmente _ = fu limitata, fatto che, insieme a f,, — f
in misura oppure q.o. implica f,, — f debolmente, e quindi f = f q.o. per (v)

Esercizio 6 [y /P 2 Pp({lf(2)| 2 }) e [fPell =

pUSEN 2 1) S nl{F @) = 400D =0 = [P i 0

Esercizio 7 w(X) < 400,  fo— f,qo. = f, — fin misura =
w1 al@) — F(2)] > €} =, 0. Dunque

tim sup [ |f, — f17 < limsup o= f17 4 Ep(X) <
n n {z:| frn(z)—f(z)|>€}

limsup [ [ fﬂ o Vo)~ F(@)] > )5 u(X) = +elu(X)

n
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