AM310-2012: Settimana 3
INTEGRAZIONE SU INSIEMI, ASSOLUTA CONTINUITA
Definizione. Se f € £! ed E é misurabile, g f = ){f XE
Proposizione 2.  Sia f € £!. Allora
(i) ACB ,A,B misurabili = { | f] ng
i) J fzcul{fzc) Ve
{f>c}
(iii)  (infa f) p(A) < Jo f < (supaf) p(A)
(V) A €%, ANA=0Vitj = [ f =00 f
(V) A ES, A CALY = [0 f oo fua |
(Vi) Aje€X, A CA Y = [u, f = Joa f

Prova di (iv)-(vi). Sia f > 0. Ora, AiNA; =0Vi#j = fXUjAj =3 fXA]. =

/UjAjfz/fxujAf/gfoj Levi i/fxzifwf

Dunque, wu(E):= [pf, FE€X émisura (finita: u(X) = [ f < c0); in partico-
lare valgono v) e vi). Infine, basta poi scrivere [, f = [ fT — |5 .

AC: Assoluta Continuita dell’integrale:  Sia f sommabile. Allora

() Ve>0,38>0: p(4) <6 = [/ <e
(17) Ve>0, JA.: p(A) < oo e /A If] < e

Prova. (i) Per assurdo: Jeo > 0, A; tali che p(A;) < e Ja, If] = €.
Se B = Ny Ujpsp 4j, tisulta pw(B) = 0e [pl|f[ = lim, [y 4 [f] = €0,
contraddizione. -
(i) B {|fl=0} = N4, ove A= {|f|<i}. B A CA, e
0o > [|f| > Lu(Ag). Basta allora osservare che [ |f| —, [ |f| = 0.
An |f|=0



CONVERGENZA QUASI OVUNQUE, IN MISURA, IN MEDIA

Siano f,, f funzioni misurabili in (X, X, ). Diremo che f,, converge a f

quasi ovunque (q.0.) se AN eX: u(N)=0 e fu(z)— f(z) Ve ¢ N

in misura se Ve >0, p({z:|fulz)— f(z)]>€}) —=,0
in media se fn, f sono sommabili e [ 1fn = fldp —n 0.
X
Lemma

(i) fo—f inmedia = f,— f in misura

i) fo—f «qo. = f,— fin misura sugli insiemi di misura finita
(i) f,— f inmisura = 3dng: f, — [ quasi ovunque

Prova.  Posto g, :=|f, — f| proviamo (i)-(iii) per g, (g :=0)

(i) Segueda:  [gn, > eu({gn > €})

(ii)-(ili) Cominciamo con osservare che fn(z) non tende a zero &
(FJe>0VnIk>n: fr>e) < x€Uso My Uesn {fk > €}. Dunque

fa—=0 qo.in A < pN, Upsp {z€A: frp > €})=0 Ve>0

Chiaramente Ugs, {fx > €} ¢ famiglia decrescente (in n) e quindi, se u(A) < oo,
Ny Upsp {x €A fi > €})=0 & uUsp{ze€eA: fi > €}) =, 0.

In particolare, f, -0 qo. in A = pu{xreA: f, > €)—0 Ve>0,
cioé f, converge in misura in A.

Viceversa, se f, —, 0 in misura, é vero che Vj, In; : u({f, > %}) < 55, Vn > n;.
Sia g; = fn;. Basta provare che  p(N, Uj>n {g; > €}) =0 Ve>0 per dedurre
che g; =0 q.o. Basta provare che p(Uj>,{g; > €}) =, 0 Ve>0. Ma
1

| 1
<ejzn = pUpa{g > €}) <pUpn{g > j}) S 2. 55 7l
i>n

SRS

Nota.  Unicita del limite: se f, converge a f e a g q.o. (oppure in misura,
oppure in media) allora  pu({z: |f(x) —g(x)| #0}) =0, (sidice f=g q.0.)
CONTROESEMPI
(i) Convergenza in misura (oppure ¢.0.) non implica convergenza in media: X =
R con la misura di Lebesgue e f, = nyq, 1; fn converge a zero in misura (e pun-
tualmente), ma [g f, = 1.
(ii) Convergenza in misura non implica convergenza q.o.:  f,; = X[i=1 &), ove, da-
to n € N, kvada 1l fino ad n, converge a zero in misura ma non con(;erée in alcun
punto (in ogni punto il massimo limite é 1 ed il minimo limite é zero).
(iii) Convergenza q.o. non implica in misura: f, = X[nn41)] CODVErge a zero q.o.
(e, sugli intervalli limitati, anche in misura), ma non converge in misura su tutto R.



Teorema 1 (Lebesgue)  Siano f, € L' . Se f, é equidominata e f, converge
ad f in misura, allora f € L' ed f, converge a f in media.

Prova. Sia g, = |f, — f|- Se g, non converge in media a zero, esistono ny; ed
e > 0 tali che [ g,, > € e quindi g,, non ha estratte convergenti in media a zero.
Ma g,, converge a zero in misura, e quindi una sua sottosuccessione converge q.o.,
e quindi in media, azero.

CONVERGENZA IN MISURA E TEOREMA DI VITALI
Se [|fn — f| = 0, le proprieta (i)-(ii) in AC valgono uniformemente in n:

(k) Ve>0, 3.>0: EeX pE)<ds = sup, [glfal <€
(kk) Ve>0, dJE . €X: wE)<oo e sup, [pl|ful <€

Infatti, [p|ful < [|fa—fl+Jelfl < 2 se n>n. e p(E)<Jd.; mentre

€

Jelfil <eperj=1,...,n.se p(E) <6y, . 5..- Analogamente, se ng fl <5

allora
Jotl < [ U= fl+ [ 1l <e e nzn,

fil < eperj=1,... n.per certi £ . di misura finita e quindi, posto
fal < e

mentre [ge
J,€
Fe = Ee Uj Ej,e risulta ch

TEOREMA DI CONVERGENZA DI VITALI .
Siano f, sommabili e convergenti in misura ad f. Se valgono (k) e (kk), allora f
¢ sommabile e [ |f, — f] — 0.

Prova. Dalla Prop. 1-(ii) segue che 3f,, —% f q.0. e quindi ( Lemma di
Fatou): [p|f| < Lm [g|fn,] < sup, [g|fn VE € ¥ .  Siano J., E. come
in (k) — (kk). Sia  E., ={x € E.: |fu(x) — f(x)] > M(fEE)}. Ora, f, — fin
misura, n >n. = u(E,) <6, = [ |f|<sup, [ |ful <2 mentre

ESUEe E¢UEen

Lol =+ ll<es [In]
E\Ee,n E\Een E\Een

e, infine, n>n. =

[15a= 11 /EE|f 1+ /Ee\Eé,n'f flsdet [

¢ = e

NOTA. Nel Teorema di Vitali I'ipotesi 'f,, converge a f in misura’ pud essere
sostituita dalla ’f,, converge a f q.o., giacché la convergenza q.o. implica la conver-
genza in misura sull’insieme di misura finita F..



SPAZI L?
Sia g misurasu X, p>1. LP = LP( X, p):= {feM: [|fPdu < oo}
X
Siccome p>1 = (MQM)?’ < M Vs, teR, é

f,gell = f+qgell

e quindi, facilmente, LP ¢é spazio vettoriale. = Nel seguito, L” indichera LP
quozientato rispetto al sottospazio N := {f =0 q.0.}.

— Se X = N e p é la misura che conta, [P := LP(X, ) é lo spazio delle succes-

sioni a := (a,)nen di potenza p-esima sommabile con norma |ja|| = [0 |an|p]%
DISEGUAGLIANZE di HOLDER, di MINKOWSKII .

Siano f, g misurabili. Se p > 1, allora

1 1

([15+ g < ([17m + (19 (Minkowskii)

Se p,qg>1, = + % =1 (i.e. p,q sono ’esponenti coniugati’), allora

1
p

[1ral < (f1ms ([l (Holder)

1 tP s

1
p,g>1 -+ -=1 = st < — 4+ — Vs t>0
p q p q
Da d%(% —r 4+ 7) =" =1 segue che r =1 ¢ punto di minimo assoluto.
Da%—r—l—%:Oinr:l,seguerS%rp—i-%Vr>O.Scrivend0(ses#0)

r = sq%l si ottiene la diseguaglianza voluta.

@) 9@l ¢ integrando. Minkowskii segue

y S T
f\fl” ([1glP)?
da Holder: %—1—%:1 = |f+glP < |f+glPtIf|+If+gP gl

= [l < (JUraan T (fumr (15 +a) s ([ g

Holder segue ponendo t =



COMPLETEZZA degli spazi LP. Siap>1.
(i) Ifllp == (Sx [fIP d,u)% ¢ una norma su LP.

(ii) LP dotato di tale norma é uno spazio di Banach, ovvero

fo € L7, o = fulp =7nimoee 0 = 3f € LV [Ifn = fll, =0

Si prova esattamente come nel caso p = 1: sia e = [fn, tale che
g1 = grllp < QLk Posto  Fo =31 [gre1—gsl, € ||Full, < X7 zlk <1 Vn
e quindi  F(z) := lim, F, é in LP per il Teorema di Levi, e quindi

ilo: |k+1 — gr| < +o0  qoo.
flz) = liin[gl +(g2—91)+ .. -+ (g — gx—1)] = lilgn fn, esiste finito q.o.
Inoltre | fn, | < F+|g1] equindi|f,, |’ é equidominata e quindi [ | f,,, — f|? — O.
Infine, essendo f,, di Cauchy in L?, [|f, — f|? — 0.
DISEGUAGLIANZA di INTERPOLAZIONE .
—0

Siano 1 < p < ¢, 6 € [0,1] tale che * = LR T Allora

bS]

ferrnlt = fel vrepd e |fll- <Ifp Il

Infatti, 2> e ﬁ sono esponenti coniugati e quindi

Jur=furtreo < f1m s fm”

DISEGUAGLIANZA di HOLDER GENERALIZZATA .

Siano f € LP g € L9. Allora

1 1 1
T 1Fgllr < A f1lp llgllq

. g
Basta applicare Holder con esponenti £ e 1

Jurigr < (f1rm3 ([ 19l



Esercizi e complementi 3

Teorema di Egoroff.

Sia p(X) < oco. Siano f, misurabili tali che f,(x) — 0 Vz. Provare che

Ve > 0,3A, misurabile : u(A.) <e e f, =0 uniformemente inA \ A,

€

Suggerimento. Provare che Vi, e, In(e,j) : p(Un>n(e,j)ign = jl}) < 57 e considerare
Ae = Uj UnZn(e,j) {gn > %}

Funzioni sommabili

Esercizio 1. Sia f Lebesgue sommabile in R,
Sia  fu(z) :== f(x —h), h € RY. Provare che
/RN frn(x)dx = /RN f(z)dz
Suggerimento. Provarlo dapprima per le funzioni semplici..
Esercizio 2. Sia f sommabile in R. Provare che
(i) 22 f(x+k) converge assolutamente quasi per ogni z € R
(i) g:=3>{>_ f(z +k) & l-periodica e sommabile in [a,b] Va <b
Suggerimento. Considerare Y75 [q fuxpa, fu(x) = flz+k)

o . . 4 . .
Esercizio 3. Provare che la serie Y129 (cosnz)™ converge quasi per ogni
x € [—m, 7] e diverge in un insieme denso in [—7, 7] .

. . z 4
Suggerimento. Considerare > [,2 (cosnx)™ dx
Esercizio 4. Sia n — r, biiezione di N su Q.

1 . . .
Provare che Y, Py < 0 per quasi tutti gli z € R.
. . . b 1
Suggerimento: Considerare [ (3>, 72"\/m> a <b.



Convergenza in misura, q.0., in media

Esercizio 1. Sia f,(z) := |sin(k,z + t,)[P", = € (0,27), k, € N,p, — +00.
Provare che f,, converge a zero in misura.

Sugg. Confrontare L'({z : |sin(k,z + t,)|P* > €}) con L'({z : |sinz|Pr > €}

Esercizio 2. Discutere convergenza puntuale, uniforme, in media, in misura per
( ) ( 1+n2127 (S (07 1)7 fn(x) = 1!717%3:2, LS (17+OO)
(i1) fou(z) = nze ™", 2 € (0,1), fulz)=nze ™" z¢€ (1,+00)
(iid) fo(z) = 2225 2 € (1,400)
(

TL4+CL’2 I

) fo(2) = Gt iogmrD

Esercizio 3. Siano f,, ¢ misurabili in R, |f,(z)| < g(x) per quasi tutti gli z.
Provare che L'({g > ¢}) < oo Ve >0, f, —0q.0. = f, — 0 in misura

Suggerimento. L'({|fn| > €}) < L*{|g(x)| > €})....

Esercizio 4. Sia ® : N — Q N [0, 1] biiezione. Siano

(I)(k) = %7 mg, N prlml tra loro fk(a?) — 6_(mk_nkx)27 YIS [07 1]
k

Provare che f;, tende a zero in misura, mentre lim fy(x) non esiste per alcun z.

Suggerimento. Trovare le x che soddisfano la disequaglianza (my—mnx)? < log %
Usare poi il fatto che per ogni x esistono razionali mg,ng tali che |z — Z’:—: < %
k

Considerare a parte il caso x razionale.

Esercizio 5. (i) Trovare f,, misurabili tali che f,, — 0 in misura ma [ |f,| > 1
(i) Trovare f,, misurabili tali che f, — 0 q.o. ma [|f,| > 1

(iii) Trovare f,, misurabili tali che f, — 0 q.0. ma non in misura

(iv) Trovare f, : [0,2] — R tali che f,(z) — 0 Vz ma non in misura
Suggerimento. fn = Xu,5,(Z + ;).

Esercizio 6 . Sia pu(X) < co. Siano f, > 0 funzioni sommabili. Provare che
sup [ fu <400, fum f g [ fudp = [ fdu = fa= fln 0

Suggerimento: Ape =A{x:|fulz) = f(x)]| > € =
Tl = FI < a1 = flHen(X),  o(1) — en(X) <[4, fo < o(1) + ep(X)




+...+L1 = 1<1 Siano fi,..., f; misurabili.

1
D p

1
Provare che ([ |f1 ...fz|p)% < (f|fl|pl)ﬁ---(f’fl‘pl)é

Esercizio 1. Siano p; > 1,

Esercizio 2 . Data f Lebesgue misurabile in R", ¢ > 0, sia f;(z) = f(tz).
Provare che
(i) f; € misurabile, i) felP=fielr e ||fill,=t""lfll,

Esercizio 3. Siano f, € LP(X) tali che sup,, [y |fu|P < +00. Provare che
liminf | f,| € LP, mentre puo accadere che [limsup |f,| = +o0.

Esercizio 4. Sia u(X) < +o0. Siano 1 < s < t. Provare che

i) fel' = fel® elinclusione L'CL*® & stretta
(ii)  linclusione L'C L* efalsase p(X) = +o0.

Esercizio 5.  Sia f,, successione limitata in LP(R"), p > 1. Provare che

fom §oqon [IRIF= [107 = = fll =0

Esercizi sugli L”: cenni di soluzione

Esercizio 2 . FE misurabile, A CtF, BCtE® =

TACE, 1BCE = plAUB)=t"u(AUB) =t"[u(3A) + pu(;B)] =
u(A) + p(B) = tE é misurabile.

Inoltre, xp(tx) = X1p ¢ misurabile e Ixe(t)dp(z) = p(3E) = (3)"u(E) =
t7" [ xg. Infine, se 0 < f ¢ misurabile e 0 < ¢; < ;41 < f, allora

[ rrtynte) =tim [ Gtn)du(z) = e [ 7
j
Esercizio 5. Dallle ipotesi ed usando Fatou segue che, se E é misurabile

S =Ty, [ | fol? = Y (1 fal” = i [fal] = Jie |17

e quindi lim,, [ |fn]? < [z |f]? e quindi, di nuovo per Fatou, lim,, [ |ful? = [5|f]P-
Ci6 assicura 'uniforme assoluta continuita degli integrali e quindi ’applicabilita del
Teorema di Vitali, e quindi || f, — fl|, = 0.




Funzioni sommabili: cenni di soluzione

Esercizio 2 Per Beppo Levi e numerabile additivita dell’integrale

Yoo [+o0 +oo .1 1+ k41 +oo
[ St wlon| =3 [t =3 [ e = [ < 40

[e.o] -

Dunque > % | f(z+k)| < 400 per quasi ogni x € [0,1]. Siccome }* |f(z+n+k)| =
STR|f(x+ k)| Vn € Zéinfatti X1 |f(x + k)| < 400 per quasi ogni z € R e
tale funzione é per 'appunto 1-periodica.

Infine [y |7 f(x+k)|dr < [g |f| < +00 e quindi, per periodicitd, g é somma-
bile su ogni intervallo limitato.

Esercizio 3 Effettuando un cambio di variabile ed utilizzando la periodicita
del coseno, troviamo

™ 1 nZ ™
/2 (cosnz)™ dz = —/ *(cost)™ dt = /Q(Cost)”4dt
0 n Jo 0
Siccome fog(cos t)rdt = O(ﬁ), vediamo che fog (cost)™ dt = O(-%) e quindi, per
Beppo Levi
5[ " X [ "
/ > (cosnz)™ | dx = Z/ (cosnz)" dr < 400
o |54 ~=Jo
Dunque "2 (cos nx)"4 < 400 quasi per ogni x € [0, 7] ed infatti, per periodicita,

quasi per ogni x. Infine la serie diverge in ogni z = %T”, k,l € N.

Esercizio 4. ™, \/;ai—rn\) <8 M % = 16vM =

M 1 M M 1
zn:/]V12’H/|x—rn| S16VM = /M[;/M2"1/|x—rn|]

= Z ; < +4+00 q.0.x

n 2%/ |x — 1y

dr < oo

Convergenza in media, q.0., in misura: cenni di soluzione
Esercizio 6 . Sia [:=[f, A,.:={z:|f.(z)— f(z)| > €}. Intanto
wX)<oo,fp—=f qo. = fo—f inmisura = (A, —,0

Quindi [, f —, 0 (assoluta continuitd dellintegrale) e quindi

JIsamd1< [ A Sl en(X) <20+ [ fo Wnzne Ma [ fu=
=Ito()— [ fu<Ito(n)-[

c
n,e

(f—e)geu(X)%—/A f<2eu(X) Vn>ne



