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Se v ha equazione polare p(6) = cos@ +sinf con 6 € [0, 7] allora una parametriz-

zazione di v € y(t) = (p(t) cos(t), p(t) sint) = ((cost + sint) cost, (cost + sint) sint)

= (cos®t 4 costsint,costsint + sin®t).

Y (t) = (—2costsint — sin®t + cos? t, —sin® t 4+ cos® t + 2sint cost) =

= (cos 2t — sin 2t, cos 2t + sin 2t)

|7 (1) = V/cos? 2t + sin? 2t — 2 cos 2t sin 2t + cos? 2t + sin® 2¢ + 2sin 2t cos 2t = v/2
™
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O, = (cosv,sinv, 2u)



o, = (—usinwv,ucosv,0)
®, AP, = (—2u?cosv, —2u? sinv, u)

[y A D,| = \/4u40052v—|—4u4sin v+ u? —u\/1+4u2
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Esercizio 4 ®(u,v) = (u® 4+ v, u* — v, 2uv) con (u,v) € D = {(x,y) € R? | — <y<5- 2%, x>0}
x

d, = (2u,2u,2v)

o, = (2v, —2v, 2u)

Dy AP, = (4u® + 402 dv? — du?, —8vu) = 4(u? + v?,v? — u?, —2uv)

| By A D] = 44/( u2 + v2)2 + (v2 —u?)? 4 4u? = 4\/2u2 + 202 4 4u20? = 4V/2(u? + v?)
2 do :/ 5 24\[( + v?)dudv = 8\/5/ wv dudv

s T +v 4 E

E={(z,y) eR?*|1<z<2, —<y<5—a:2}
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Esercizio 5 Dobbiamo calcolare ’area della superficie del bordo dell’ insieme




E={(r,y,2) e R® |22 + 9% + 22 <1, 22 > 2% +4°}.

Per prima cosa notiamo che Area(9F) = 2Area(OE’) dove E' = EN{z > 0}.

aEl = El N 22 dove

Y ={(z,y,2) eR3 | z= /22 +y?, 0< 2z < %} ¢ una porzione della superficie
laterale del cono e Yo = {(z,y,2) | 22 +y*> +22 =1, 2 > %} & una calotta sferica.

Una parametrizzazione di X1 & ®(u,v) = (ucosv,usinv,u) con u € [0, %] e

ve|0,2nr] @, = (cosv,sinv,1) P, = (—usinv,ucosv,0).
o, AP, = (—ucosv, —usinv,u).
[y A D,| = Vu2 cos? v + u2 sin? v + u? = v2u quindi

o[ 7 V2
Area(¥) = / du/ dv V2u = 27r\/§/ udu = 5
0 0 0
Una parametrizzazione di 33 ¢ ®(u,v) = (sinv cosu, sinvsinu, cosv) con u € [0, 27]
evel0,f] ®,=(—sinvsinuy,sinvcosu,0) &, = (coswvcosu,cosvsinu,—sinv).
®, AP, = (—sin® v cos u, — sin? v sin u, — sin v cos v).

| D, A D, | = Vsin* v cos2 u + sin? vsin® u + sin® v cos2 v = sin v quindi
2m I 1 z 1
Area(Xs) :/ du/ dv sinv = 277/ sinv = —2mcosv| =2n (1 - > =
0 0 0 0 V2

=21 — V21

' V2 -
Area(OFE") = Area(X:) + Area(Xs) = 27 — - me quindi
Area(dE) = 2Area(0F') = 4m — /21

Esercizio 6 X = {(z,y,2) e R? | z =arctan ¥ |2 +¢y* > 1, 2 +¢y* <2z, y>0}.
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Una parametrizzazione di ¥ ¢ data dalla funzione ®(u,v) = (u, v, arctan ) con
()€ E={(z,y) |2* +y*>1, 2* +y* <22,y >0}
®,=(1,0,—2%>) @,=(0,1,5%>)

uZ+v? ) uT 42
Py APy = (pms oo 1)
| @y A Dy| =4 [1+ (522_:_522)2 =/ Zgi;lﬂ
/E#Wda = /Ev %}ft;;f — ! Z;i —;02 dudv = i Ua%anvgdudv.
E ={(pcosb,psinb) | 0 € [0, g] , 1 < p < 2cosf} quindi passando in coordinate po-
lariv arctan

dud /gdG/QCOSQd 0 ( ) /ng/QCOSQd 0 sin 6
——Ydudv = sin # arctan(tan ) = sinf =
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Esercizio 7

Esercizio 8 w =
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w dove 7 : [0,7] — R3 & la curva

(_
s
V3,
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Sia w = (z + y?)dx + xzdy + x23dz calcolare

S~

~(t) = (sint, cost,sint).

7 (t) = (cost,—sint, cost)

11 campo vettoriale associato ad w & F(x,vy, 2) = (z + y?, vz, 23). Per definizione si
ha che

T
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w= < F(y(t),7 (t) > dt = / < (sint + cos®t,sin®t,sin* t), (cost, — sint, cos t) >
0
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:/ sintcost+cos3t—sin3t+sin4tcostdt:5/ sin2t—|—/ (1 —sin®t) cost dt+
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- /11(1t2)dt 2/01(1t2)dr2 <1§> = 7%
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forma differenziale chiusa.

5 quindi w € una

(b) Siccome w & chiusa e definita su tutto R? (che & semplicemente connesso) allora

w & esatta. Cerchiamo un potenziale per w cioe¢ una funzione f : R2 — R tale
af e’ (’9 [ 2e”y

h _7 - <

CCor T 1+ oy T U+

of e’ e e’ -

= T = flew) = [ T ely) = g o+ cly) quind

af oOf e* 2ye” Jc 2e*y de

dy Oy (1+y2 (y)> C+y?? oy T Uy oy Y
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— ¢(y) = y? pertanto una primitiva di w ¢ f(z,y) = 1 Jer 7 +y
(¢) v(t) = (tarctant , e%t*tg) telo, %}

Dato che w ¢ esatta e w = df si ha

[ =160 = 160) = G arean T 1)~ 0.1 = Gt L

2y 2xy>

Esercizio 9 w=—"——dr — ——=dy

(% +¢?) (% +y2)?



d 20y? y2 (22 + y2)? — 42?2 (22 + y?) 30292 — yt

- - =2 =2
(a) de (x2+y2)2 (I2+y2)4 (1-2+y2)3

d 23 32 (22 2Y2 _ gyt (2 2 30222 — 4

d 2y 3yt 4yt ) Ay (@t ) | 3yet —y ¥ (2,y) € R*—

dy (22 +y?)? (% +y2)* (22 +y2)?

{(0,0)}. Quindi w & chiusa in R? — {(0,0)}
(b) Sia y(t) = (cost,sint) ¥ (t) = (—sint,cost) t € [0,27]. v ¢ una curva chiusa

2m
in R? — {(0,0)} ed ¢ tale che /w = / —2sin* ¢t — 2sin? cos® t dt =
0
2w 7
= —2/ sin? tdt = —27. Quindi w non pud essere esatta.
0

Esercizio 10 Una parametrizzazione del toro ¢
®(u,v) = ((R+ rcosv)cosu, (R + rcosv)sinu,rsinv) con u,v € [0,27].

O, = (—(R+ rcosv)sinu, (R + rcosv) cosu,0)
®, = (—rsinvcosu, —rsinvsinu, r cosv)
o, AND, = (r(R+ rcosv)cosucosv,r(R + rcosv)sinucosv, (R + 7 cosv) sinv)
|®,, A ®,| = r(R+ rcosv) pertanto si ha che
2m 27

2m 2m
Area(T) = / du dv r(R+rcosv) = / du dv rR = 47*rR

0 0 0 0
Calcoliamo ora il volume del toro. Passiamo in coordinate cilindriche cioe poniamo

(z,y,2) = V(p,0,2z) = (pcosb, psinb, z).
U NT)={(p,0,2) | z€[0,7], 0 €[0,2n] , R— /12 — 22 < p < R+ \/r — 22} quindi

r 27 R++r2—22
Vol(T) :/ ldzdydz :/ p dpdfdz :/ dz/ d9/
T T-1(T) —r 0 R—Vr?7—22

r R++r2—-22 r R+vr2—22 r
:27T/ dz/ p:ﬂ/ dzpz’ =47R dz\/1? = 22dt =

p:

R—r2=22 —r R—+/r2—22 —r
r bl bl
= 87rR/ V2 —22dz = 87TR/ dt rvr?2 —r2sin®tcost dt = 877Rr2/ cos?t dt =
0 0 0
= 87 Rr? % = 27 Rr?



