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Esercizio 2 Siaw = zdz + (x + 2)dy + (y + €*)dz esiay : [-F, %] — R3 y(t) = (cost, t,sin’t).
Calcoliamo / w.

*y(t) (cost,t,sin?t)
v (t) = 781nt,1,2smtcost)

/w / —sin®t + (cost +sin®t) + (t + e“*%)2sint cost =
2l -3

Fl 5
:/ cost+sin2t+2tsintcost:2/ cost + sin®t + 2tsint cost dt =
- 0

™ 1 5
+ f/ cos 2t dt) =
2 /o

[NE]

=2sint’§+z+2/ tsin2tdt:2+”+2<
0 2 0 2

T T 1 5 T T
=24+ —-+2| -+ —-sin2t =24+ -4+ ==2
+2+ <4+4Sm 0) +2+2 + 7

2, x 2ue® 2 2 x
Esercizio 3 Siaw = <1y+622 + 2z sin? y) dzr + (1 _3’/_622 + 222 sin y cos y) dy + (1 - (12’_"7_!;2)2) dz
d d [ y’e” 2ye”
(a) dyww:dy<1y+€2+2xsm y) 1;yr 5 +4rsinycosy
d d [ 2ye* 2ye”
dxwy:dx<1y6 + 222 sin y cos y 13_ 5 +4asinycosy
d d y2e® . 9 —2z2y%e”
adl adl 2 g
dz" dz (1+z2 +azsmty (14 22)2
d d 1 2zy2e” —2z1%e”
7w —_— _— =
dx dx (1+22)2 (1+22)2
d d 1 2zy%e” 4yze”
L= (12 ) o
dy dy (14 22)2 (14 22)2
d d [ 2ye” 42 4dyze®
—wy = — x? siny cos —_—
=T \1+2 YOSY | = T 4 22)2
Si d d d d d 1 . .
iccome —w, = —w, ,—Ww, = —w; € —w, = —uw, allora w & una forma
dy de Y 'dx dz dy dz Y
chiusa

(b) Poiche w & chiusa su tutto R? allora w ¢ anche esatta. Cerchiamo una primitiva
di w ciot¢ una funzione f:R?* — R tale che Vf = (wy, wy, w,).

af 2zy%e” y2e” . .
5= (1 - m = f(z,y,2) =2+ 112 + ¢(z,y). Derivando in z
o 2,x o 2,
(;cteniamo 5% = 1y+ez2 87103 =w, = % + 2z sin? y da cui ricaviamo
87:: = 2zsin’y = c(z,y) = 2?sin’ y + k(y).
.. . y2e” 2 .2 : af _
Quindi f(z,y,2) =2+ 5 + @ sin”y + k(y). Infine imponendo che 3 =
1+2 - v
wy otteniamo che 7 _7_ + 222 siny cosy + k' (y) = T i/_e 5+ 222 siny cosy =



k'(y) = 0 = k(y) = k & una funzione costante. Dato che la primitiva di w &
definita a meno di costanti possiamo prendere k = 0.

2 x
y“e

Quindi una primitiva ¢ f(z,y,2) =z + 1522 + z?sin?y

(c) v(t) = (te75 , tcos (gt) 7155) t€10,1]

Siccome w ¢ esatta abbiamo che/w = f(v(1)) — f((0)) = f(e,0,1) — £(0,0,0)
v
=1-0=1

Esercizio 5 w = (z —y?)dz — (x +y)dy D ={(z,y) eR* | 2> +9*> <1, 2+ |y| <0}

-0.5 0.5

Dobbiamo verificare che / w= Oy _ Owe dxdy
P 5 o+D p Oz dy
Ly Tz dxdy = —1+ 2y dzdy = (passando in coordinate polari)

33: (9 D

/dp/ dprZSinﬂ—p:/ d,o( 2p° COSQ‘ W—p) /dp p——f

Calcohamo ora il primo membro dell’'uguaglianza. 8T D = v, + 3 — 3 dove

() =(=tt) telo, %]

Y2 (t) = (cost,sint) te [fﬂ', 7]

Y3(t) = (—t,—t) telo, \[]

Calcoliamo I'integrale di w lungo questi tre cammini:
1(t) = tt) t €0, \/5] 7 (t) =(-1,1)

1
7 1 = 11
w= —t —t2)( +0dt:/ t+t?dt = -t* + t?" =+ —=
/ / b 0 2 4 62
(cost,sint) te[3m, 2a] 42 (t) = (—sint,cost)

5
471'
/ w= / (cost —sin?t)(—sint) — (cost +sint) cost dt =
3
Y2 a7

Mc« o

Mm
Nm

I
Nw\
ot

—2costsint +sin®t — cos®t dt = —/ sin 2¢ dt—l—/ (1 — cos®t)sint dt
3
a7

™ s

oo

s

sl
3

1 Sr s %
cos? t dt = icos% z +/ (l—coszt)sintdt+/ (1 —cos®t)sint dt+
am % T
1 1

" Vi 7 g
costdt—0+/ Zlftzdtf/ 2(17t2)dt7/ cos?t dt =
™ —1

Blor g

\
.z:\r.a\ Mw\

3n
B i B 4”1+cos(2t) o1 i 1
= /f; cos’t dt = /27r fdt— 1 Zsm(2t)%ﬂ— 173
t)=(-t,—t) te[0, 7] 73() (-1,-1)

1
vz 5 1 1,17 1 1
w= t+t2—2tdt = / 2 —tdt=—t3— =t> - _ =
/73 /0 3 2 o 6v2 4



/ w—/w—l—/w—/w—l—k—l —1—1—71 —FE——I

o+tD " Y2 Vs 4 6v2 4 2 6v2 4 4
0 0

Quindi / w = Ry _ u; dzdy

o+D p Oz 9
(cos®t,sint) se t € [0, 7]
Esercizio 7 Sia y(t) =< (cost,sint) sete [7r7 3]

(1+4sint,—1+cost) set € [3m,2n]

1,

0.5

0.5 1

Sia E la regione racchiusa dalla curva . Per il teorema di Gauss-Green si ha che

Area(FE) = / xdy. v puo essere divisa in tre curve 7y, 7v2,73 :
¥

71(t) = (cos®t,sint) t € [0,7] 71 (t) = (=3 cos®tsint,cost)
™ 3 ™
xdy = / cos* tt dt = sint cos’ t’ + 3/ cos? tsin®t dt = 7/ sin? 2t dt =
" 0 0 4 Jo

3 27
:f/ sin?t dt = =

8 Jo

3 .

Y2(t) = (cost,sint) t € [m, §7r] v (t) = (—sint, cost)

3
§7T
/mdy:/ cos?tdt = =
72 ™ 4

3 .
= (1+sint,—1+cost) te [§7r,27r] 2 (t) = (cost,—sint)

2m 2m o T
/ / (1+sint)sintdt:—/ sint +sin®t = cost| — - =
” s i 4

3 T 2

T Quindi Area( ):/xdyz/ a:dy—!—/ xdy—i—/ acdy:1+§7r
4 Yy Y Y2 3 8

1

m
e

Esercizio 11 Siano F(z,y) = (2y — 2%,ye") ed E = {(z,y) € R? | x € [0,10g 2] , |y| < sinhx}

Cominciamo con il calcolo diretto. OF =1 Uvya U 73 dove

71(t) = (tv - Sinht) te [Oa IOg 2} ’72(t) = (1Og2at) te [_%a %]
vs3(t) = (t,sinht) t € [0,log 2]

7 (t) = (¢t,—sinht) ¢ € [0,log2] 41 (t) = (1,—cosht) 7(t) =

B (—cosht,—1) . B
/M <F,7'>d5—/71 < PO, i > 1 (@)=

(—cosht,—1)
|71 (#)]



log 2
= < (~2sinht — #?, —sinht €'), (— cosht, —1) > dt =
0

log 2
/ 2sinh t cosht + t2 cosh t + sinh t ¢! dt = sinh? ¢
0

log 2 log 2 1 1
+/ t2cosht + —e? — = dt =
0 0 2 2

9 log 2 log 2 1 log 2 1 9 3 log 2
:E—l—thinht‘o —2/0 tsinhtdt—i—zemo —§log2:1—6+ilog22—2tcosht0 +
log 2 1 1 9 3 5 3 3 1
2 htdt+1—>—-log2=—+-log?2—-log2+ -+ > — ~log2 =
+/0 coshtabtl—g-glosa=qgtylossglestoty—glos
5 3,
—T6+Zlog 2 —3log?2
3 3 . (LO)
Y2(t) = (og2,t) te[-3,5] 7 () =(01) 7(t)=—
. [ 72 (t)]
1 1,0 : 1 3
/<F7T>d82/ <F(72(t)),u>|’yg(t)|dt:/ 2t —log?2 = —= log® 2
2 -3 | Y2 ()] -3 2
. —cosht, 1
~s(t) = (¢,sinht) t € [0,log2] s () = (1,cosht) 7(t) = (|C°S(t)|)
3
log 2 —cosht, 1
/ <F,7'>ds:/ < Plys(t)), SOBED o yja =
- 0 |71 (8)]

log 2 log 2
= / < (2sinht — t? sinht e'), (—cosht,1) > dt = / —2sinhtcosht + % cosht + e sinh tdt
0 0

oy log 2 log 2 ) log 2 o 9 5 . log 2 log 2 )
= —sinh“¢ + t“cosht + = et —1dt = —— +t“sinht — 2t sinh t+
0 0 2 Jo 16 0 0

1 log2 1 9 3 log 2 log 2 1 1

16% o —ilog2:—E+110g22—2tcosht’0 +2/O coshtdt+1—1—§10g2:
9 3 5 3 3 1 9 9 3. ,

=——+-log"2—-log2+ -+ - —=log2=——+4+ -4+ —-log“2 —3log2 =
2716+340g g 8et T T8 16 g T gloe 23l

= + Zlog?2—3log?2

16—1-40g 3log

9
Quindi/ < F, 7> ds:/ <F,7'>+/ <F,7'>+/ < F,7>=—-—6log2
oFE 71 Y2 3 2

Calcoliamo ora lo stesso integrale utilizzando il teorema della divergenza:

log 2 sinh
/ <F,T>d$=/ didexdy:/—Qa:—&—emdxdy:/ dx/ dy e* — 2z =
OFE E E 0 sinh x

log 2

log 2 log 2 1
= / dx 2¢® sinhx — 4x sinhz = / e?® —1+4xsinhz = 56293 — log 2+
0 0 0

log 2 log 2 1 9
—4z coshx +4/ dx coshx=2—§—log2—510g2+3:5—610g2
0 0

Esercizio 13 Sia F(xz,y,z) = (a: -y, xyz, xy‘g) Verifichiamo la validita del teorema della di-
vergenza nell’ insieme F = {(z,y,2) e R3 |0 < 2 <1—22 —y?}.
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Esercizio 17

Dobbiamo verificare che /
E
0F, DF, OF,

or + y 0z

1—:t2—y
/ divF dxdydz = / 14+ zz dedydz = / dxdy/ dz14+xz=
E E r24y2<1 0

divFdxdydz = / F-vdo

oE

divF =

=14+zxz

1 171’27y2
:/ dzz—i—fxzz’ :/ dz1—2® =y +2(1 —2* — %) =
{rz+y2<1} 2 0 {z2+y2<1}
27 2m
/dp/ dd p(1 — p* + pcosB(1 — p? /dp/ dfp — p* — p? cos (1 — p?)

2 1
d db =2 d =21 l==-2) ==
/ p/ p—p’ W/O pp—p° 7T<2 4> 5

Calcoliamo ora F-vdo. OF =X+ X5 con

OF
21 z{(x,y,z)|z:1—x2—y2, $2+y2 S 1} 622:{(
Una parametrizazione di ¥; ¢ ®(u,v) = (u,v,1 — u? — v?

z,y,0) | 2* +y* <1}
) con u? +v% < 1.

= (1,0, 2u)
<I> =(0,1,—2v)
D, NP,
o, AP, = (2u,2v,1) quindi v(u,v) = W

2u,2v,1
/ / (u —v,uv(l — u? —v?), uv®) - M@u/\@kudv =
{u2402<1} |(I)u A q)v|
/ 2u? — 2uv + 2uv?(1 — u® — v?) + wv® dudv = / 2u? dudv =
{u?2+v2<1} {u?+v2<1}

1 p2n 1
:2/ dp/ d0p3c0520:27r/ p3dp:£
0 0 0 2

Infine una parametrizzazione di 3o ¢ ®(u,v) = (u,v,0).

/ F-vdo= / F(x,y,2z)-(0,0,—1)do = / zyddo = / wvddudy = 0
Eg E2

PP {u?+v2<1}
Quindi / F-v da/ F-vdo+ / F.vdo =T, Pertanto vale il teorema delle
OFE P X2 2

divergenza / F-vdo= / divFdxdydz = T
oE E 2

1
w=xzdr+ydy+ <2x2 + yz> dz . Verifichiamo la validita del teorema di Stokes

per w sulla superficie z = 2 + xy con (v,y) € D = {(z,y) |0<2<1,0<y <z}




Dobbiamo provare che / w= / rot F'-vdo
+3

Una parametrizzazione di X & ®(u,v) = (u,v,u? + uv)
o, = (1,0,2u +v)

o, =(0,1,u)
O, APy = (—2u—v,—u,l)
(&3] () €3
rot F=| & & £ = (z,0,0)

xrz Y %xz—i—yz
b, N D,
/rotF-ydaz/ rot F(®(u,v))  ————|Py A Oy |dudv =
b D [Py A D,

u? +uw,0,0), (—2u — v, —u, 1)>dudv:/ —2u3 — 3u?v — w? dudv =

D
! 3 1 gqu
/ du/ dv — 2u? — up? dudv:/ du — 2030 — Zu?0? — Zw?| =
0 2 3 0
1 1 2 2
/0 —2u* —§u4 gu du—/ du —gu‘ldu:—%

Calcoliamo ora 'altro membro dell’ uguaglianza.

0D = a3 + az — ag dove a;1(t) = (£,0) ¢t € [0,1] «q(t) = (1,t) t € [0,1]
as(t) = (t,t) t€10,1]

Quindi 9% = 41 + 72 — 73 dove

m(t) = (e (t)) = (,0,1%) tG[O 1]
Y2(t) = B(2(t)) = (1t1+t) € [0,1]
73()2 ®(as(t)) = (t,t,2t%) tG[O U X
/w:/ < F(t,0,t%),~ (t)>dt:/ <(t3,0,1t2),(1,0,2t)>dt:/ 23 gt — L
Y1 0 0 2 0 2
1 1 1
/w:/ <F(1,t,1+t),7'2(t)>dt:/ <t g 4 147),(0,1,1) > di =
Y2 0 0
1 1
1 ) 1 ) 1 1 11
At+2+t+t dt A2+ bt dt =S +1+ 5=
1 1
/w < F(t,t,2t?) ()>dt:/ <(2t3,t,1t2+2t3),(1,1,4t)>dt:
3 0 0 2

A ! A 1 8 31
—/ 23+t + 263 + 8t dt = t+4t3+8t dt==-+4+1+-==
2 5 10

1

di / / +/ / 11 31 23
uin w = w w — — 4 = _ = _ _==
o+ Y2 3 10 30

2
. 8e™ 1 2e” e’y
Esercizio 19 Sia w = (— @2 1 2)° + 12T y2> dx — (y + (41,2_|_y2)2> dy.

Q

2
a) Calcolare [ w dove 7 € il bordo dell’ellisse z= + =— <
Calcol d e il bordo dell’elli 2 y4 1

8!
~(t) = (cost,2sint) t € [0,27]
Y (t) = (—sint,2cost)

2m gecos®Loogt 9ecos’ t . . 2¢¢08” tgin t
w= sint — costsint — 8sintcost — 2—————2cost dt =
16 16 16

2 2m T
1 1 1
= / ——e tgint — 4sin(2t)dt = —= / e gint dt = —— / e sint dt+
, 2 2 )y 2

0
1/2”r 2, 1/1 .2 1/1 2
—= e 'sintdt = —= e’ dt + = et dt=0
2/ 2/, 2)_,




d 323:ye‘"’32 4xyex2

b) “w, = -

(b) dyw (4x2 +92)3  (4da? + y?)?
iw _ 2xye®” (422 + y?)? — 16aye® (422 + y?) B 32zye®” B drye®”
de™? (42 +y?)* (a2 %3 (da? +y?)?

Quindi w & chiusa.
(c) Proviamo che se a : I — R? — {(0,0)} ¢ una qualsiasi curva chiusa al-
lora / w = 0. Possiamo supporre che « sia una curva semplice (perché ogni
@ . N . . . . .
curva chiusa pud essere decomposta in numero finito di curve semplici). Se

a non gira attorno all’origine allora sicuramente / w = 0 perche la regione
«
chiusa racchiusa da a & una regione semplicemente connessa di R? in cui w

e chiusa e quindi esatta. Supponiamo dunque che « sia una curva che gira
attorno all’origine. Possiamo supporre che « sia tutta contenuta nell’ellisse F’
di equazione 2 + % < 1 oppure che rimanga sempre all’esterno di F' (Infatti
se questo non & vero allora o puo essere divisa in una famiglia di curve semplici
che o sono contenute in F' oppure rimangono all’esterno di F'). Supponiamo
prima che « sia tutta contenuta in F'; chiamiamo FE la regione delimitata
da « e dal bordo  dell’ellisse.Siccome w & chiusa allora per il teorema di

Gauss-Green / w= / gwy — 2u)gc dzdy = 0. Ma 0T E = v—«a e quindi
otE E O dy

O:/ w:/w—/w:—/wﬁ/w:& Allo stesso modo se a
Ot (F—FE) vy o a a

rimane all’esterno di F' e indichiamo con E la regione racchiusa da « e -y uti-

lizzando il teorema di Gauss-Green si ricava che / w = 0. Quindi w ¢ esatta
[e3%
in R? — {(0,0)} perche 'integrale di « su ogni curva chiusa & 0.

Esercizio 23 Calcoliamo / F -v do dove C ¢ il cono avente per base 1’ ellisse 422 4 3 < 4 del
le}
piano z =0 con vertice nel punto (0,0,2) e F(z,y,2) = (222,yz + 2%,z — yz?).

2 2
C:{(x,y,z)eRg\xz—&—yZ:(l—E) ,0<2<2}

2

Cominciamo con il calcolo diretto dC = 1 UXy dove ¥y = {(z,y,0) | 2* + y; <1}
o= {(r,y.2) |2+ = (1-5)?, 0< =<2
Una parametrizazione di ¥, &
2
®(u,v) = (u,v,0) con (u,v) € E={(z,y) | 2* + 4 <1}
¢, =(1,0,00 ®,=(0,1,00 @,AP,=(0,0,1) e v(u,v)=(0,0,—1)

P, NP
/ F-I/dO’Z/ < F(u,v,0), ————"= > |®, A ®,|dudv =
SN B [y A Dy

:/ <F(u,v,0),(0,0,—1)>dudv:/ududsz.
E E



Una parametrizzazione di g & ®(u,v) = (ucosv,2usinv,2 — 2u) con u € [0,1] e
v € [0,27]

o, = (cosv,2sinv, —2) @, = (—usinv, 2ucosv,0)

o, AP, = (ducosv,2usinv, 2u)

o D, A D,
/ F-udoz/ du/ dv F(ucosv,2usinv,2 — 2u) - ——————| Py, A O, |dudv =
s 0 0 [y A Do

2m

= / du/ dv (u? cos® v (2 — 2u), 2u(2 — 2u) sin v + u> cos® v, u cos v — 2u(2 — 2u)? sinv).(®, A D)
2m

= / du/ dv 4u>(2 — 2u) cos® v + 4u?(2 — 2u) sin® v + 2u® cos® vsinv 4 2u? cos v — u*(2 — 2u)?sinv

o 1 1
:4/ du/ dvu2(2—2u)sin2v:47r/ u2(2—2u)du:87r/ u? —u? du =
0

100 11 12
_ —.3 _ 2,4 _ Z_ ) = z
=8 (3“ 1" ‘0) 8T <3 4) ST =37

2 2
Quindi/ F‘l/dO':/ F~1/da+/ F-vdo=0+-m==-7
OF poN b 3 3

div F =2xz+ 2z — 2yz
Facciamo ora il calcolo utilizando il teorema della divergenza:

2 2
/ div Fdxdydz = / dz/ div F dxdydz = / dz/ 2xz 4+ z — 2yz sxdy.
E 0 E. 0 E.

Fissata z E, ¢ una ellisse di equazione 22 + L v (1 — 5)2 cioe una ellisse con
semiassi di lunghezza 1 — £ e 2 — z quindi per 1ntegrare su E, possiamo passare in
coordmate ellittiche

(1 —3)pcosB,(2—z)psinf) con p € [0,1] e 6 € [0, 27]

/dz/ 23:z+z—2yzdxdy—/dzz/ 2z 4+ 1 — 2y daxdy =

/dzz/ dp ﬂd@((l—§)p0089+1+(2—z)psm9)(2—z)(1—§)p:

2
/dzz (2-—2) /dp d@((l—5)pcosn9+1—|—(2—z)psin0)p:

2 2
/dzz?—z /dpp—ﬂ-/ z(2—z)2dz:z/ dz 4z — 422 +2° =
0 A , 2 Jo - 2 Jo
T T
= — 22—— — ‘ = — - 4
2(2’ 3Z+4zo> 2(8 3+>

Esercizio 29 ¥ = {(z,y,2) €R? |22 +¢y? +22=1,0<2</y—9y?, 2>0}e
2
z

2 +y? + 22

CON

w=(z—y)dr+ dy + 2%z dz.

N

77
Z
//////

S

;l/
27
7

/7y
T,
7

M,

7/
L




Una parametrizzazione di ¥ &

O (u,v) = (u,v,v1 —u? —v2) con (u,v) € H = 1{)(x7y) ER?|0<z<Vy—vy?}

u
q’u:(1,07—m) (I)U:(O,l,— 3
By N D, = , 1
' ! (\/1—u2—v2 V1 —u2 -2 )
u? 4 v? 1
ECEAR RV e A Y W e
. 2
Sia F(z,y,2) = (2 — ¥, mihersz, 2°2)
€1 €9 €3
d d d
rotF(z,y,z) = | ax dy = | =
r—y I2+yyz2+zz z?z
_ 2yz n 2yz3 2zy22
- 2 + y2 + 22 (1.2 + y2 + 22)2’ ’ (1.2 + y2 + 22)

P, AND,
<rotF,v>do = / < rotF(®(u,v)) > | Py A Dy |dudy =

b H TRy A D

< (=201 —u2? — 02 + 2vy/(1 — u? — v2)3, —2u/1 —u2 — 02,1 — 2uv(l — u? — v?)), &, A D, >=

:/ —2uv + 2uv(l — u? —v? —2uv—2uv(1—u —v?) 4+ 1 dudv =
:/ 1—4uvdudv—/ dv/ u1—4uv—/ dvu—2uv
H

1
:/dv v—v2—2@v—12v*)v /dv\/v—v2 202 + 20° dv—/ Vol —v)dv+
0
2 1 1 ! in2t) 1
:—f—s—f:—f—i—/ v(l — (=sin™t) ,_‘_/ 2sintcostVsin®tcos? t dt =
3727 6 ), .
1
2

v—0v2

6

v)

z 11 1 1 1
:_6+ /0 sin®tcos? t dt = ~5 5/ sin22tdt:—6+1/0 sinzt:—é—i—g
DTH = a1 — ay dove
o1(t) = (3 cost, i+ 1sint) te[-3,Z] e ax(t)=(0,t) tel0,1]
0TY = v, — 79 dove
’yl(t):(I)(Oél(t)):(%COSt,%—‘r%Sint,\/1—iCOSQt—iSiHQt—i—%Sint):
= (3 cost, l—&—lsint,%\/l —sint) te[-F, 7]
72(0) = (0,6 VT= )t o,1]

1 1
= (—t,t — 0)(017)>dt:/t—t3dt:
/Yz /07r V1t 0
2 1 1 1. 1 1. 1 : 1 9 - .
w= < (fcost—f—fsmt,(f—l—fsmt)i(l—smt),—cos tV1 —sint, vy > dt
st

NIE]

1

4

N | =
] =

e 2 2 2 2 12
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