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1. (a) f(x, y) =

{
x2y−xy2

x2+y2 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è sicuramente continua al di

fuori dell’origine, e inoltre lo è anche nell’origine perchè
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= |y|+ |x| (x,y)→(0,0)→ 0.

(b) f(x, y) =

{
arctan(x3y2)

x4+y6 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è continua perché∣∣∣∣∣arctan
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12 (x,y)→(0,0)→ 0.

(c) f(x, y) =

{
x2y2 log(x2+y2)

x2+y2 se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è continua nell’origine:

infatti, fissato α > 0 esiste un opportuno cα tale che | log x| < cα
xα

,

dunque
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)1−α (x,y)→(0,0)→ 0.

(d) f(x, y) =

{
x2+y2

π+2 arctan( yx ) se x 6= 0
y2

2π se x = 0
è ovviamente continua al di fuori

dell’asse delle y, quindi ci limitiamo a studiare il comportamento della
funzione su questo asse: nei punti del tipo (0, y0) con y0 > 0, avvici-
nandoci da sinistra lungo la retta orizzontale abbiamo

lim
x→0+

x2 + y2
0

π + 2 arctan
(
y0
x

) = +∞ e quindi la funzione non è continua;

nei punti (0, y0) con y0 < 0, se ci avviciniamo da destra lungo la

retta orizzontale abbiamo lim
x→0−

x2 + y2
0

π + 2 arctan
(
y0
x

) = +∞, quindi la

funzione non è continua neanche in questi punti, e non è continua
neanche nell’origine perché, muovendosi lungo la curva x = y3 abbi-



amo lim
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(e) f(x, y, z) =

{
x
√
|yz|

x2+y2+z2 se (x, y, z) 6= (0, 0, 0)
0 se (x, y, z) = (0, 0, 0)

non è continua perchè

f(x, x, x) =
x|x|
3x2

x→09 0.

2. f(x) =
∞∑
n=0

1
n2

∫ nx
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2
dt è ben definita ∀x ∈ R perché
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< +∞; inoltre, la

convergenza della serie è totale (e quindi anche uniforme) su tutto R,

perchè
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e dunque la funzione è continua su tutto R, perché le somme parziali
sono continue (in quanto somme finite di funzioni continue) e la conver-
genza uniforme mantiene la continuità; per quanto riguarda la derivabilità,

notiamo innanzi tutto che
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la serie delle derivate è
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n
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derivabile ∀x 6= 0; in x = 0 la funzione non è derivabile perché f ′(0) =
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3.
∞∑
n=0

sin (nαx)
x (1 + n2x2)

converge puntualmente su R\{0} ∀α ∈ R, perché
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< +∞, e per α < −1 la serie con-

verge anche in x = 0 perché nell’origine la serie vale
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nα; la convergenza

è totale in (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) ∀α ∈ R, perché
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(−δ, δ) la convergenza è uniforme e totale ⇔ α < −1, perché per α < −1

abbiamo
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nα < +∞, mentre per α ≥ 1 la convergenza

non può essere uniforme né totale in quanto non c’è convergenza nell’estremo
x = 0.
Grazie alla convergenza uniforme su [δ,+∞) è possibile scambiare serie
e integrali in entrambi i casi, perché la serie è a termini positivi ∀x > 0,

dunque
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mentre se 0 < α < 1 si ha n1−α ≥ 1 e dunque per la monotonia dell’arcotangente
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4. Se f è continua e strettamente positiva, allora g(x) =
1

f(x)
è una funzione

ben definita e continua su tutto Rn; inoltre, lim
‖x‖→∞

g(x) = +∞, quindi,

essendo g continua e coerciva su Rn, che è un insieme chiuso, avrà un punto
di minimo assoluto, ovvero ∃x0 ∈ Rn tale che g(x) ≥ g(x0) ∀x ∈ Rn; ma

allora, essendo
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f(x)
= g(x) ≥ g(x0) =
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, si avrà f(x) ≤ f(x0), quindi

x0 è un punto di massimo assoluto.



Nel nostro caso, f(x, y) è continua e 0 <
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