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1. (a) lim
(x,y)→(0,0)

xy2√
x2 + y2

= 0, perché

∣∣∣∣∣ xy2√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤
√
x2 + y2

(
y2
)√

x2 + y2
=

= y2 (x,y)→(0,0)→ 0.

(b) lim
(x,y)→(0,0)

sin
(
x3
)

x2 + y4
= 0, perché

∣∣∣∣∣ sin
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)
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∣∣x3
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≤

≤
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= |x| (x,y)→(0,0)→ 0.

(c) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

x2yz
2
3

(x4 + y2 + z4)
√
x2 + y2 + z2

non esiste perché lungo

la direzione (x, 0, 0) questa quantità è sempre nulla, mentre lungo la

curva
(
x, x2, x

)
vale

x
2
3

3
√
x4 + 2x2

x→0→ +∞.

2. (a) f(x, y) =

{
log(1+|xy|)
x2+y2 se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)
è chiaramente continua al

di fuori dell’origine; tuttavia, nell’origine è discontinua, perché

f(x, x) =
log
(
1 + x2

)
2x2

=
1
2

.

(b) f(x, y) =

{ ∫ y
x
e−t

2
dt

y−x se x 6= y

e−xy se x = y
è ovviamente continua all’infuori

della bisettrice del primo e terzo quadrante; tuttavia, la funzione è
continua anche lungo questa retta, perché, per il teorema della media

integrale, si ha

∫ y
x
e−t

2
dt

y − x
= e−z

2
per un opportuno z ∈ [x, y], quindi∣∣∣∣∣

∫ y
x
e−t

2
dt

y − x
− e−xy

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣e−z2 − e−xy∣∣∣ (x,y)→(x0,x0)→

∣∣∣e−x2
0 − e−x

2
0

∣∣∣ = 0.

(c) f(x, y, z) =

{
x2yz3

x6+y2+z4 se (x, y, z) 6= (0, 0, 0)
0 se (x, y, z) = (0, 0, 0)

è ovviamente con-

tinua in tutti i punti diversi da (0, 0, 0), e lo è anche nell’origine

perché
∣∣∣∣ x2yz3

x6 + y2 + z4
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=
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) 7
12 (x,y,z)→(0,0,0)→ 0.



3. f(x, y) =
{ xy

(7x8+2y4)α se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0)

è continua⇔ α <
3
8

: se α ≥ 3
8

,

lungo la curva y = x2 la funzione vale f(x, x2) =
x3

9|x|8α
=
|x|3−8α

9
x→09 0;

se invece α <
3
8

, |f(x, y)− f(0, 0)| = |xy|
(7x8 + 2y4)α

=

(
x8
) 1

8
(
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) 1
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) 1
8
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) 1
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(7x8 + 2y4)α
=
(
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) 3
8−α (x,y)→(0,0)→ 0.

4. (a) fn(x) =
xn

n2

n→∞→ 0 ∀x ∈ [−1, 1] e la convergenza è uniforme in quanto

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣xnn2

∣∣∣∣ ≤ 1
n2

n→∞→ 0.

(b) fn(x) = cos2n(πx) n→∞→ χZ, perché cos2(πx) = 1⇔ x ∈ Z, e quindi
la convergenza non è uniforme perché la funzione limite non è con-
tinua; la convergenza è tuttavia uniforme negli intervalli del tipo
[n+ δ, n+ 1− δ] poiché sup

[n+δ,n+1−δ]
|fn(x)| = fn(n+ δ) =

= fn(n+ 1− δ) = cos2n(πδ) n→∞→ 0.

(c) fn(x) =
{

sin(nx)
nx se x 6= 0

1 se x = 0
n→∞→ χ{0}, che non è continua in 0 e

quindi la convergenza non è uniforme; tuttavia, ∀δ > 0 si ha che

sup
(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

∣∣∣∣ sin(nx)
nx

∣∣∣∣ ≤ sup
(−∞,−δ]∪[δ,+∞)

∣∣∣∣ 1
nx

∣∣∣∣ ≤ 1
nδ

n→∞→ 0 e quindi

la convergenza è uniforme in (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞).

5. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie di
funzioni:

(a)
∞∑
n=1

(xn)n

xn + nn
converge in (−1, 1) perché, applicando il criterio della

radice, si ha che n

√∣∣∣∣ (xn)n

xn + nn

∣∣∣∣ = |x| e in x = ±1 la serie vale rispet-

tivamente
∞∑
n=1

nn

1 + nn
e
∞∑
n=1

(−1)n nn

(−1)n + nn
che divergono entrambe; la

convergenza non è uniforme perché ai bordi del dominio la serie di-
verge, ma totale su [−1 + δ, 1− δ] in quanto
∞∑
n=1

sup
x∈[−1+δ,1−δ]

∣∣∣∣ (xn)n

xn + nn

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

sup
x∈[−1+δ,1−δ]

|xn| nn

nn − 1
≤

≤
∞∑
n=1

2δn < +∞.

(b)
∞∑
n=0

cosn x converge ⇔ −1 < cosx < 1⇔ x 6= kπ ∀k ∈ Z; la conver-

genza non è uniforme (e quindi neanche totale) sugli intervalli
(kπ, (k + 1)π) perché la serie non converge sul bordo dell’intervallo,
ma è totale (e quindi anche uniforme) sugli intervalli [kπ + δ, (k+



+1)π − δ],∀δ > 0 perché
∞∑
n=0

sup
[kπ+δ,(k+1)π−δ]

| cosn x| =

=
∞∑
n=0

cosn(kπ + δ) =
∞∑
n=0

cosn δ =
1

1− cos δ
< +∞.

(c)
∞∑
n=1
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)logn

=
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e
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)log( x2−1
x2+1

)
=
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n
log
(
x2−1
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)
e dunque è una serie armon-

ica generalizzata e converge ⇔ log
(
x2 − 1
x2 + 1

)
< −1⇔ 0 <

x2 − 1
x2 + 1

<

<
1
e
⇔ 0 < x2 − 1 <
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e
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1
e
⇔
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(
1− 1

e

)
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e
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e

⇔
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|x| <
√
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⇔ x ∈

(
−
√
e+ 1
e− 1
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)
∪

∪

(
1,

√
e+ 1
e− 1

)
; poiché per x = ±

√
e+ 1
e− 1

la serie diverge (armonica

di esponente 1), la convergenza non può essere né uniforme né totale,
ma è totale e uniforme in tutti gli intervalli del tipo [−a,−1) ∪ (1, a]

∀a ∈

(
1,

√
e+ 1
e− 1

)
, perché

∞∑
n=1

sup
x∈[−a,−1)∪(1,a]
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(
x2−1
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=
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n
log
(
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)
< +∞.

6. Notiamo che
∞∑
n=0

zn

n!
= i⇔ z è una delle determinazioni del logaritmo di

i, cioè z = log |i|+ i (arg i+ 2kπi) = i
(π

2
+ 2kπ

)
, k ∈ Z.


