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1. (a) log(−4) = log | − 4|+ i(arg(−4) + 2kπ) = log 4 + πi+ 2kπi, k ∈ Z.

(b) log(1 +
√

3i) = log |1 +
√

3i|+ i(arg(1 +
√

3i) + 2kπ) = log 2 +
πi

3
+

+2kπi, k ∈ Z.

(c) log

( ∞∑
n=1

(3πi)n

n!

)
= log(exp(3πi)− 1) = log(−2) = log 2 + πi+

+2kπi, k ∈ Z.

(d) 3
√

1 + i = (1 + i)
1
3 = exp

(
1
3

log(1 + i)
)

= exp
(

1
3

(
log
√

2 +
πi

4
+

+2kπi)) = exp
(

1
3

log
√

2
)

exp
(
πi

12
+

2
3
kπi

)
= 6
√

2
(

cos
( π

12
+

+
2
3
kπ

)
+ i sin

(
π

12
+

2
3
kπ

))
, k ∈ Z.

(e) (3i)
√

2 = exp
(√

2 log(3i)
)

= exp
(√

2
(

log 3 +
πi

2
+ 2kπi

))
=

= exp
(√

2 log 3
)

exp

(√
2πi
2

+ 2
√

2kπi

)
= 3
√

2

(
cos

(√
2π
2

+

+2
√

2kπ
)

+ i sin

(√
2π
2

+ 2
√

2kπ

))
, k ∈ Z.

(f)
(

1 + i

1− i

) 1−i
1+i

= i−i = exp(−i log i) = exp
(
−i
(

log 1 +
πi

2
+

+ 2kπi)) = exp(−i log 1) exp
(
−i2

(π
2

+ 2kπ
))

= e
π
2 +2kπ, k ∈ Z.

2. (a)
∞∑
n=0

n!zn: utilizzando il criterio del rapporto troviamo che r =

= lim
n→∞

n!
(n+ 1)!

= lim
n→∞

1
n+ 1

= 0, quindi la serie converge solamente

in z = 0.

(b)
∞∑
n=0

(cosn+ i sinn)zn ha come raggio di convergenza r =

=
1

lim supn→∞
n
√
| cosn+ i sinn|

=
1

lim supn→∞
n
√

1
= 1: sul bordo

di questo disco la serie non converge perché il termine n-esimo ha
modulo 1: infatti, |(cosn+ i sinn)zn| = | cosn+ i sinn| · |z|n =
= 1 · |1|n = 1.



(c)
∞∑
n=1

zn

n2(2i)n
: r =

1

lim supn→∞
n

√∣∣∣ 1
n2(2i)n

∣∣∣ = lim sup
n→∞

n
√
n22n = 2; sul

bordo del disco la serie converge assolutamente perché
∞∑
n=1

∣∣∣∣ zn

n2(2i)n

∣∣∣∣ =

=
∞∑
n=1

|z|n

n22n
=
∞∑
n=1

2n

n22n
=
∞∑
n=1

1
n2

< +∞.

(d)
∞∑
n=0

(1 + 2i)n

n!
zn: r = lim

n→∞

∣∣∣∣∣∣
(1+2i)n

n!

(1+2i)n+1

(n+1)!

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ (1 + 2i)n (n+ 1)!
n! (1 + 2i)n+1

∣∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

n+ 1
|1 + 2i|

=∞, quindi la serie converge su tutto C.

(e)
∞∑
n=0

cosh(in)zn =
∞∑
n=0

cosnzn: r =
1

lim supn→∞
n
√
| cosn|

= 1; ai bordi

del dominio la serie non converge perché il termine n-esimo non tende
a 0.

(f)
∞∑
n=0

(arctann)n zn: r =
1

lim supn→∞
n
√
|arctann|n

=

=
1

lim supn→∞ | arctann|
=

2
π

; sul bordo del disco di convergenza

la serie diverge, perché il termine n-esimo non tende a 0: infatti,

|(arctann)nzn| =
(

2
π

arctann
)n

= en log( 2
π arctann) n→∞→ e−

2
π , perché

lim
x→+∞

x log
(

2
π

arctanx
)

= lim
x→+∞

log
(

2
π arctanx

)
1
x

=

= lim
x→+∞

log
(

2
π

)
+ log(arctanx)

1
x

; per la regola di de l’Hôpital, questo

limite è uguale a lim
x→+∞

1
(x2+1) arctan x

− 1
x2

= lim
x→+∞

− x2

(x2 + 1) arctanx
=

= lim
x→+∞

− 1
arctanx

= − 2
π

.

3. (a) f(x) = sinx cosx =
sin(2x)

2
=
e2ix − e−2ix

4i
è un polinomio trigono-

metrico e dunque questo è il suo sviluppo in serie di Fourier.

(b) f(x) = x2: calcoliamo i coefficienti di Fourier: f̂0 =
1

2π

∫ π

−π
x2dx =

=
1

2π

[
x3

3

]π
−π

=
1

2π

(
π3

3
+
π3

3

)
=
π2

3
, mentre per n 6= 0 si ha f̂n =

=
1

2π

∫ π

−π
x2e−inxdx =

1
2π

([
−x

2e−inx

in

]π
−π

+
2
in

∫ π

−π
xe−inxdx

)
=

=
1

2π

((
π2e−inπ − π2einπ

−in

)
−
[

2xe−inx

i2n2

]π
−π

+
2

i2n2

∫ π

−π
e−inxdx

)
=

=
1

2π

(
−2πe−inπ + 2πeinπ

−n2

)
=

2einπ

n2
; notiamo che einπ = cosnπ+



+i sinnπ = cosnπ = (−1)n, dunque f̂n =
2 (−1)n

n2
; lo sviluppo in se-

rie di Fourier diventa quindi x2 =
π2

3
+ 2

∞∑
n=−∞,n6=0

(−1)n

n2
einx. Sos-

tituendo x = 0 in questa espressione otteniamo che 0 =
π

3
+

+2
∞∑

n=−∞,n6=0

(−1)n

n2
=
π2

3
+
∞∑
n=1

(−1)n

n2
+ 2

−∞∑
n=−1

(−1)n

n2
=
π2

3
+

+2
∞∑
n=1

(−1)n

n2
+ 2

∞∑
n=1

(−1)−n

(−n)2
=
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
⇒

∞∑
n=1

(−1)n

n2
=

= −π
2

12
. Sostituendo x = π invece si ottiene π2 =

π2

3
+

+2
∞∑

n=−∞,n6=0

(−1)n

n2
einπ =

π2

3
+ 2

∞∑
n=−∞,n6=0

(−1)n

n2
(−1)n =

π2

3
+

+2
∞∑

n=−∞,n6=0

1
n2

=
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

1
n2
⇒

∞∑
n=1

1
n2

=
π2 − π2

3

4
=
π2

6
.

(c) f(x) = ex: calcoliamo i coefficienti di Fourier: f̂n =
1

2π

∫ π

−π
exe−inxdx =

1
2π

∫ π

−π
ex(1−in)dx =

[
ex(1−in)

2π(1− in)

]π
−π

=

=
eπ−inπ − e−π+inπ

2π(1− in)
=
einπ (eπ − e−π)

2π(1− in)
1 + in

1 + in
=
eπ − e−π

2π

(
(−1)n

1 + n2
+

+i
(−1)n n
1 + n2

)
⇒ ex =

eπ − e−π

2π

∞∑
n=−∞

(
(−1)n

1 + n2
+ i

(−1)n n
1 + n2

)
einx.

4. Come nei reali, anche nei complessi si ha
∞∑
n=0

zn =
1

1− z
∀z ∈ C, |z| < 1;

riscrivendo il numero z in forma polare, l’identità diventa
∞∑
n=0

(r exp(ix))n =

=
∞∑
n=0

rn exp(inx), e applicando le Formule di Eulero
∞∑
n=0

rn exp(inx) =

=
∞∑
n=0

rn(cos(nx) + i sin(nx)) =
1

1− r(cosx+ i sinx)
=

=
1

1− r cosx− ir sinx
1− r cosx+ ir sinx
1− r cosx+ ir sinx

=

=
1− r cosx+ ir sinx

1− 2r cosx+ r2 cos2 x+ r2 sin2 x
=

1− r cosx
r2 − 2r cosx+ 1

+

+i
r sinx

r2 − 2r cosx+ 1
. Uguagliando i coefficienti della parte reale e della

parte immaginaria, si trova che
∞∑
n=0

rn cos(nx) =
1− r cosx

r2 − 2r cosx+ 1
e

∞∑
n=0

rn sin(nx) =
r sinx

r2 − 2r cosx+ 1
.

5. Supponiamo che f non sia la funzione identicamente nulla, ovvero che



∃x0 ∈ (a, b) tale che f(x0) 6= 0; allora, per il teorema della permanenza del
segno, per un certo ε > 0 si avrà f(x) 6= 0 ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε); allora, es-
sendo f(x)g(x) = 0, dovrà essere g(x) = 0 ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε), ma allora,
essendo g una funzione analitica, se è nulla nell’intervallo (x0 − ε, x0 + ε)
lo sarà anche in tutto (a, b). Un controesempio, con funzioni C∞ ma non

analitiche, è il seguente: f(x) =
{

0 se x ≥ 0
e−

1
x2 se x < 0

e

g(x) =
{
e−

1
x2 se x > 0

0 se x ≤ 0
.


