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1 CONOSCENZE PRELIMINARI
Lemma 1.1 (Integrazione per parti). Siano f,g € C'([a,b]). Allora
b ) b
| t@g@yis = Fag@)- [ P @

dove F(x) é una primitiva di f(x).

Dimostrazione. Segue dalla regole di derivazione del prodotto di due fun-
zioni, poiché in [a, b]

i(/ﬂ@d@m)=ﬂ@ﬂ@

Lemma 1.2 (Integrazione per sostituzione). Sia f € C%([a,b]) e ¢ una
funzione invertibile € C*([c,d]), dove ¢([c,d]) = [a,b]. Allora

b B8
/f@ﬁ=/fW@W®M,

con o= ¢~ H(a), B=¢1(b).



Dimostrazione. Sia F una primitiva di f in [a,b], e siano a = ¢~ !(a) e
B = ¢~1(b). Per la regola di derivazione delle funzioni composte si ha che

——(F(¢(x)) = F'(6(x))¢/ (x) = f(¢(x))¢'(x) Va € [c,d]

cioé F(¢p(x)) & una primitiva di f(¢(z))¢'(z) in [c,d], da cui segue

/f z)dz = F(¢(x))|= F(b) /f

2 ESERCIZI

ESERCIZIO 1
Calcolare gli integrali indicati di seguito.
a) [xlogzdx
) [ arctan zdz
c) ftanwda?
d) [e ®(2? + 1)dzx
e) [e* cosa:dx
f) [ cos? zdx
g) [sin? zdx
h)

i f longrlog z dr
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3 SOLUZIONI

(a) Per parti, f =z, g = loga:

1 1 1 1
/xlogxd:c: §x2loga:— 2/93(195: §x2(logx—§)+c



(b) Per parti, f = 1,¢ = arctan z:

1 2x 1
arctanxdr = rarctanz — = | ———dx = rxarctanx + log —— + ¢
2 1+ 2 1+ 72

avendo utilizzato

P g og|f(x)|+¢
[ Far <o)+ (1)
(¢) Immediato, segue da (1):

—sinz _
- dx =log|cosz| ™t + ¢
cos

(d)Due volte per parti. La prima f = e, g = 22 + 1,
la seconda f =e ™% g==x

/e””(a:2 +1)de = —e (2 + 22+ 3) +¢

e) Due volte per parti. La prima f = e*, g = cosz,
(e)
la seconda f = e*, g = sinx:

/e’” coszdr = e cosx + /e’” sinzdz = e*(cosz + sinx) — /ex cos zdx

da cui

ef(cosx +sinx
/excosxd:r: ( 5 )+c

(f) Per parti, f = g = cosa:
/COSQ xdx = sinx cosz + /(1 —cos’x)dx =sinzcosx + x — /COS2 xdx

da cui

9 sinxcosx +
cos” xdx = — +c

(&)
/sim3 xdx = /(1 — cos® z) sinxdr = — cosz + /COSQ."L‘(— sin z)dz

Per sostituzione, ponendo cosx = t, segue che dt(= d(cosz)) = —sinzdx e
dunque

43
/COS2IE(Sinx)dl‘:/tZdt:BJrC: 3 +c
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(h) Immediato, ricordando che
/ef(x)f'(x)dx = /@ 1 ¢ (2)

con f=2sinx

1 . 1.
2/20053:6251”d:r = 5625””” +c

(i)

/loga:dx+/log21:dx: log2m+log3x+c
T T 2 3

avendo utilizzato

n+1
[ r@r@a =00y ®)
per n =1,2.
(j) Con la sostituzione cosz =t = dt = —sinxdx e
/—singwx Y —log|2 +t| + ¢ =log ——
2+ cosz 2+1 2+cosw

(k) Con la sostituzione logz =t = dt = 1dz e

1
/Cos(ogf”)dxz /costdt:sin(logaf)Jrc

x

(1) Con la sostituzione sinz =t = dt = coszdx e

: n+1
/(sin x)" cos zdr = /t"dt = (sine)™™ +c

n+1
(m)
1 sin2 cos?
/.dx _ /de
sin x cos sin z cos
sinx cos
:/ dx—l—/ —“dr = log|cosz|™! +log|sinz| + ¢
CcoS T sinz

/1d _1/1d _1/1dt
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con il cambio di variabile t = %(é z =kt e dv = Vkdt). Percid

/ ! d 1acta($)+c
———dr = — arctan(—=
k+a? vk vk



