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Esercizio 1 Notiamo innanzitutto che le funzioni sinx e cosx sono limitate in quanto |sin x| <le

|cos x| <1 per qualsiasi valore di x. Inoltre la funzione x° definita nell’intervallo [—1,1] ¢ limitata se

e solose ¢2>0.
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(1) f(x)e continua se hrr(}x“ sin—; =0 percui @>0.
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(2) f'(0) esiste se %lil%h Smh_ﬁ esiste finito cioe se & >1 nel qual caso E}%h Smh_ﬁ =0.

(3) Nel caso in cui @ >1, cio¢ quando la derivata prima esiste Vxe [—1,1], dal calcolo diretto si

ottiene
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ax® ' sin—— Bx*Plcos— x#0
fi(x)= v’ ¥

0 x=0

che & limitata se e soltanto se @ >1+ f.
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(4) f'(x) & continua se e soltanto se lim orx” 'sin—;— Bx*7 cos— =0 cioe se a@>1+ 4.
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(5) £"(0) esiste se %mol ah®? sinhiﬁ—ﬁh"’_’b’_2 coshiﬁ esiste finito cioe se & > f+2 nel qual caso
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(6) Nel caso in cui &> f+2, cio¢ quando la derivata seconda esiste Vxe [—1,1], dal calcolo diretto

si ottiene

£(x)= a(a_l)xwSinx%_aﬁx“‘ﬁ‘zCosxiﬁ_ﬁ(a_ﬁ_l)x“_ﬁ‘zcosxiﬁ—,ﬁzx“‘zﬁ‘zsinxiﬁ 20

0 x=0

che ¢ limitata se e soltanto se @ >2+20.
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ciotse @ >2+2p.



Esercizio 2 Le funzioni elencate sono derivabili negli intervalli considerati in quanto sono somma,
prodotto e composizione di funzioni derivabili. Inoltre esse assumono lo stesso valore agli estremi
dei rispettivi intervalli (verifica che viene omessa). Siamo quindi nelle ipotesi del teorema di Rolle.
Troviamo esplicitamente i valori per i quali hanno derivata nulla negli intervalli indicati:

(1) f'(x)=2x-3 quindi f'(x)=0& x:%.

_-5+443

() f'(x)=3x>+10x—6 quindi f'(x)=0& x 3

(3) f'(x)=2sinxcosx quindi f'(x)zO(:)xz%.

4) f'(x)=-2sinxcosx quindi f'(x)=0& x=0.

Esercizio 3 E immediato verificare che f(—1)=f(1)=0. Dal calcolo diretto segue inoltre che

——i Vxe [—1,0)u(0,1] che non si annulla mai mentre nell’origine la funzione non ¢

f'(x)= 5x

derivabile. Per questo il teorema di Rolle non si puo applicare.

Esercizio 4 La funzione & derivabile in [0,1] in quanto somma e prodotto di funzioni derivabili.

Siamo quindi nelle ipotesi del teorema di Lagrange. Dato che f'(x)=2-2x, segue

f(1)-1(0)

2—2c=f'(c): 1-0

1
=1 equindi c=—.
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Esercizio 5 La funzione & derivabile in [0,b] e quindi sono soddisfatte le ipotesi del teorema di
b)—f(0
f(b)-11(0) )=b”’1equindic=—b

b—0 n

Lagrange. Risulta quindi che nc"™" = f'(c) =

Esercizio 6 Per il teorema di Lagrange esiste ce (1,2) tale che

2)-f(1
33/ c? 2-1
1
Dato che la funzione f'(x)= ¢ decrescente risulta che
(x) e
1 1 1
—< =f'(2)<2-1<f'(1)==
5 <y f)=3

da cui segue la tesi.

Esercizio 7 (1) Distinguiamo due casi: se x>0 allora per il teorema di Lagrange risulta
e —1

X

=e¢‘ conce [O, +oo) e nell’intervallo considerato ¢ >1; il caso x <0 ¢& analogo.



(2) Considerata la funzione f(x)=x"perxe[a,b] dal teorema di Lagrange segue
b"—a"
b—a

nc" < nb"™" da cui la tesi.

Esercizio 8 Le funzioni f(x) e g(x) sono derivabili in [1,2] e quindi sono soddisfatte le ipotesi
del teorema di Cauchy. Pertanto risulta

2c _f'(c) f(2)=r(1) 4-1_3 con ce [1,2]
8—-1 7

da cui c=£.
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Esercizio 9 (1) Posto f(x)=arctan x—arcsin dal calcolo diretto si ottiene che

x
Ji+
f'(x)=0 Vxe R. Pertanto, poiché f(0)=0, risulta f(x)=0 cioe la tesi.

V4
1-x° 2
f'(x)=0 Vxe (=1,1). Pertanto, poiché f(0)=0, risulta f(x)=0 cioe la tesi.

dal calcolo diretto si ottiene che

(2) Posto  f(x)=arccos x+arctan



