AMS5: Tracce delle lezioni- IV Settimana
L? e gli spazi di HILBERT
IFI3 = JIfP = <ff> ove
<fg>:= /fgdu, Vfgel?
¢ un prodotto scalare (ovvero una forma bilineare simmetrica positiva) in
L? . Notiamo che la diseguaglianza di Holder, con p = ¢ = 2 d& la ben nota
diseguaglianza di Cauchy-Schwartz .

Lo spazio L? é uno spazio di Hilbert:

SPAZI DI HILBERT . Sia (H,|.||) spazio di Banach. Se esiste in H un

prodotto scalare < x,y >=b(x,y), x,y € H ovvero b é bilineare e
<z,y>=<y, x> Vr,y € H, <zx,xt>> 0 VreH, z#0
tale che ||| =v/<z,x> VreH, H si dice spazio di Hilbert.

Le seguenti (ben note) proprietd si verificano facilmente:

Cauchy-Schwartz : | <z,y>] < || |lyll Vz,ye H
Pitagora : <zy>=0 = |z+y|*=zI*+|ylI* Vz,ye H
Regola del Parallelogramma : lz +ylI* + |z — ylI* = 2(]|lz||* + ||y ||*)

La proprieta fondamentale degli spazi di Hilbert é 1’esistenza della

PROIEZIONE ORTOGONALE : Sia V sottospazio lineare chiuso di H.
Allora Vhe H Fwh)eV: <h—vh),v>=0 YveV

Tale vettore si chiama proiezione ortogonale di h su V' e si indica Pyh. L’operatore
Py é una proiezione lineare ed é continua:

Py(rh+ sk) = rPy(h) +sPy(k) Vr,s € R,hk € H, Pl =Py

IPv(W)|| <|Ipl  VheH
Inoltre, indicato V%t :={h€ H: <h,o>=0 Vv € V}, risulta KerP, =V".



Prova. Il vettore v(h) é quello che realizza la minima distanza di h da V:
se d:= ig‘f/||h—v||, allora |h —ov(h)|| =d

Esistenza: Mostriamo innanzi tutto che tale inf é realizzato: sev, €V
é minimizzante, cioé ||h — v,|| —, d, allora, dalla regola del parallelogramma

Uy, + Uy
[0 = vm|1* = [|(vn = h) + (h—=v) [I* = 2([lvn = Al* + |2 = va1*) = 12] ) —hJ?
< 2(|lva = Al + [ — v [|?) — 4d* —, 0
perché ||%25= — h| > d in quanto *25¥= € V; dunque v, é di Cauchy e quindi

converge, necessariamente ad un elemento di V' perché V' ¢é chiuso.

Poi, se ¥ realizza il minimo, cioé ||h—7|| = d, allora, fissato v € V' e posto ¢, (t) :=
|h—v+to|> = ||h—0|]2 +2||v]|> + 2t < h—71,v >, risulta p,(t) > ¢,(0) VteR,
cioé t = 0 é di minimo per ¢,(t) e quindi 0 = ¢, (0) =2 < h—-v,0 > YveV.

Unicita: se v,y € V sono tali che < h —v,v >=<h—wv,v> YveV
allora < vo—vy,v >=< h—v,v > — < h—wvy,v >=0 Vv € V e quindi, prendendo
v = v9 — vq, troviamo che v; = vs.

Linearita: <h—-Prhyo>=<k—-P/kiov>=0 YoeV =
<rh+sk—(rPyh+sPyk),v>=0 YveV = Py(rh+sk)=rPyh+sP/k
per l'unicita. Poi, siccome Ppv =v Yv eV e Phh eV Yh e H, P, é idempo-
tente. Inoltre, Pyh =0<< h,o >=0 YveV.

Continuita:  Per Pitagora:

18> = [|(h — Pvh) + Pyh||* = ||h = Pvh||* + | Pyh||* > [[Pvhl|*  Vhe H
Corollario: V=V = H=VaoV.
Infatti VNV+ = {0} ed ogni h € H si scrive come h = Pyh+(h—Pyh) € V+V+.

ESEMPIO. Sia  V =<ey,...,e, >, ¢; € H, <e;,e; >=0;;. Allora
Pyh = Z?:l < h, ej > e;.

Essendo tutte le norme su R" tra loro equivalenti, V' é completo e quindi é chiuso
in H. Poi, Pyh = Zjhjej = 0=< h—th,ej >=< h,@j > =< Zihiei, ej >
=< h, e; > —hj = th = Z?:l < h, €; > e;.



TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE DI RIESZ .

Sia l : H — R lineare e continuo. Allora
3 heH: Il(z)=<zh> VreH

Prova. Se l(x) = 0 Vz € H, basta prendere h = 0. Altrimenti, | con-
tinuo = V := [7!(0) é sottospazio lineare chiuso proprio di H, e quindi esiste
h # 0 tale che < h,v >= 0 Vv € V. Posiamo supporre ||h| = 1. Siccome
l(z — %h) =0 Vz € H, abbiamo che < h,x — %h >= 0 Vz € H ovvero
l(z) =< xz,l(h)h >.

NOTA. Lo spazio lineare ~H' := {l : H — R : [ é lineare e continuo}
dotato della norma degli operatori

l
] = sup 112!
el

¢ uno spazio di Banach. Tale spazio é detto duale algebrico topologico di H.

Dato h € H , il funzionale [, : H — R  definito come () :=< z,h >,
é chiaramente lineare e, per Cauchy-Schwartz, continuo e quindi é un elemento di
H’. Inoltre, 'applicazione
T:h—1,

di H in H' é chiaramente lineare e, di piu, ||T'(h)|| = ||in|| = ||#||. I Teorema di
Riesz dice che T é suriettiva. In altre parole

Corollario ( RIESZ ) .
Ogni spazio di Hilbert é isometricamente isomorfo al suo duale.

Diseguaglianza di BESSEL .

6j€H, < €4, €5 >:5ij = Z|<h,€j>|2 SHhHQ Vhe H
J
Prova. Posto V,=<ey,...,e, > P,:=PFy,, ¢

Y| <hie; > =|P.h|* < |h|*? VheH, VneN
Jj=1



BASE HILBERTIANA (o base ortonormale) .
e Un sistema di vettori e; é sistema ortonormale se < ¢;,e; >= 0,
ee Un sistema di vettori e; ¢ completo se <z,e;>=0 V; = x=0

NOTA. (i) Selavarietd lineare Hy generata dagli e; é densa, allora il sistema
ej = %, tel0,2n], j€eZ
formano un sistema ortonormale in ~ L*([0,27x]).  Ci6 segue dal teorema di Weier-
strass (ogni funzione continua in [0, 27| é limite uniforme di polinomi trigonometrici)
e del fatto che, come vedremo, se € é aperto in RY, C5°(Q) (spazio delle funzioni

C*(Q) a supporto compatto contenuto in €2), é denso in ogni LP.

é completo (e viceversa).  Ad esempio,

(ii) Ogni Hilbert separabile ha un sistema ortonormale (numerabile)
completo: da ogni insieme numerabile denso si pud costruire, usando un procedi-
mento di ortonormalizzazione alla Gram-Schmidt, un sistema (numerabile) ortonor-
male che genera una varietd lineare densa (e quindi é completo).

e ¢ ¢ Un sistema ortonormale di vettori e; ¢ base hilbertiana se

n
a::z<x,ej>ej::li1£nz<x7ej>ej Ve € H
J J=1

I numeri < z,e; > si chiamano coefficenti di Fourier di x nella base e;.

Proposizione 1.  Un sistema ortonormale completo e; ¢ base hilbertiana e

(IDENTITA DI PARSEVAL) |22 ="| <z,e;> > VreH
J

Sia x, ;= XJ_, < x,e; > e;. Dalla diseguaglianza di Bessel segue che ||24, — 2, |* =
S| < w,e; > |? —, 0 per ogni p, ovvero x, é di Cauchy e quindi converge, di-
ciamo a T. Proviamo che T = z. Infatti, < Z,e, >= lim,, < z,,¢e;, >=< x,¢e, >.
Dunque < # —Z,e; >= 0 Vk e quindi x = 7. Infine, z,, — = = ||z,| —» ||z| e
quindi 3%, | <z,e; > |* = ||za]]* = ||z]]

Proposizione 2. Ogni Hilbert separabile ha una base hilbertiana.
NOTA. Sia e; base ortonormale. Da Parseval: z — (Fz); :=<uz,e; >, v € H

é una isometria ( lineare) di H su [2. (Suriettivita: (a)jens 25 la)* <
+oo = z:=)jaje; € H étaleche (Fx); =a;.)



Teorema di isomorfismo. Ogni Hilbert separabile, é isometricamente isomor-
fo a 2.

NOTA. Pit in generale, ogni Hilbert é isometricamente isomorfo a un L*(X, u),
ove X é l'insieme degli indici di una base hilbertiana per H (eventualmente non
numerabile) e p é la misura che conta.

CONVERGENZA DEBOLE

Ricordiamo che z,, —, = (z,, converge in norma (o fortemente ad x) se
|lep — x| =0 e x, € Hsidice limitata se sup, ||z,| < +oc.

NOTA:  successioni limitate in spazi di Hilbert di dimensione infini-
ta  non hanno in generale sottosuccessioni convergenti. Ad esempio,
se ej,j € N ésistema ortonormale, allora [le; —¢||> =2 se i#j e

quindi  e; non ha estratte convergenti.

Definizione ("= =’ converge debolmente’).
Ty —n 0 & <z, h>—,0 VheH
Si dice che  z, =, x se (x,—z)—,0. Dalla diseguaglianza di Bessel
segue ad esempio che, se  ej,7 € N  é sistema ortonormale, e; —; 0.

Proposizione 1

i) xzp—>2 = x,—px (ma non viceversa !)

(i) xp —=nx, Yn =0y, a,BER = ax,+ Py, —,ax+ Ly
(iii) z, =& = liminf||z,| > |||

Prova. (i) | < zp—x,h > | < ||| [|zn — 2| —» 0. (ii)  ovvia
(iii) Possiamo supporre z # 0 . Allora

| < Zpy 7> | <|lzall = |z = lim| <, +— >| < liminf ||z,||
]l n ]l

NOTA. (iii) dice: la norma é ’inferiormente semicontinua rispetto alla conver-
genza debole’.



Teorema (uniforme limitatezza). =, =,z =  sup, ||z.| < +oo

Lemma di Mazur. z, € C  chiuso e convesso, z, ~,x = z¢€(C.

Prova. Postposta.

Proposizione 2

(1) Tp =0T, Yp =Y = < TpyUYp>—p < T,y >

(i) <e; >=H, <xp,e;>—, 0 V4, sup,|z,)]<+00 = 2,—,0

Prova. (i) | < Zp,yn>—<z,y>| = |<xp—2,y> + < Tp,yn—y >| <

<l <ap—x,y>1 + ||lyn — vl |zal] —n 0 perché 1z, é limitata
(i) <zp,h>—,0 Vhe<e >. Se hi, € < ej >, hi, — h, allora
| <zp,h> | <|<zp,hpe>|+|<zp,h—hy>| = limsup,| < z,,h>]|<
|he — h||  sup, ||zn|]] VEk € N equindi limsup,| < z,,h>|=0.

Compattezza debole. Sia H Hilbert separabile.  Allora

r, limitata = r, ha una estratta debolmente convergente.

Prova. Sia e; base ortonormale. Siccome z, é limitata, basta (vedi Propo-
sizione 2-(ii)) provare che 3 oz, 1 <z, >—p< x> VjeEN

Siccome | < xp,e1 > | <sup,, ||za|| < 400,  esiste una ( prima) selezione di
indici  n; =n;  eunnumero ¢ tale che ¢ =lim; < xj,e; > Effettuando
una (ulteriore) selezione di indici n?, troviamo che  d¢; := lim; < T2, € >
i=1,2. Effettuando k successive selezioni di indici ~ (n¥™");en C (nf)jen  ed
applicando il principio diagonale di Cantor troviamo che lungo la sottosucces-
sione (diagonale) ng := nf  siha de; = limg <y, e, > VieN

Da N2 =1lm SN, | < 2,6 > |2 < sup, ||7a]|? VN segue che
2,6 < +oo. Resta quindi definito il vettore in H dato da  z := >7°, cie;

avente appunto la proprietd < z,e; >= ¢; = limy, < 2y, ,€; >.

NOTA. L’ipotesi di separabilitd si pué facilmente eliminare, argomentando
nella chiusura della varita lineare generata dagli x,, (che é appunto separabile).



AMS5: Esercizi e complementi- IV Settimana

SERIE DI FOURIER DI FUNZIONI L2([—r, 7])

Indichiamo con  C5;  lo spazio delle funzioni continue in R a valori complessi
che sono 27 periodiche, dotato della norma della convergenza uniforme in [—m, 7]

C = {f€CR,C): flt42m)=f(t) VteR}, |flwi= sup |f(1)]

te[—m,m]

Tra tali funzioni é definito il prodotto di convoluzione
frg ()= [ f(t=s)g(s)ds

Indicheremo con  P7 il sottospazio dei polinomi trigonometrici, ovvero il sot-
tospazio lineare generato da  e¥!:j € N.

Esercizio 1 . Provare che

(i) fxg = g*f (i) fe€Coy, ge€PT = [fxgePT
Esercizio 2.  Siano g, € Cy, tali che
gn(t) >0 Vi, /gnzl Vn € N, /gn—>n0 Yo >0
S 425
Provare che  fxg, —, f uniformemente in [—m, 7]
Esercizio 3. Siano
. 1+ cost 1 et + e q"
g = Tt o g ety b=
NG

Provare che le g,  soddisfano le condizioni dell’Esercizio 2 e concludere che
PT  é denso in Coxr.

Esercizio 4. Sia f € L*([-n,n]).  Provare che
Ve >0, 3. € Co[-m7) ; [1r=ob<e

e concludere che ﬁ sin kt, ﬁ coskt, k&N ébasehilbertiana in L*([—m, 7]).



SPAZI DI HILBERT, CONVERGENZA DEBOLE

Qui  H indicherda uno spazio di Hilbert. C C H, T :C — R sono
convessi se

tr+(1—-t)yeC, Ve,y e C,  Vtel0,1]

Cte+(1—ty) < th(x)+(1-1t)T(y) Ve,y e C, Vit e|0,1]

Esercizio 1. Sia ' C H chiuso e convesso.  Provare che
Vhe H 3!V hceC: |h—he||<||h—2|, VYwel
e che < h — he, v —he > <0, Yo e C.
Esercizio 2.  Sia (' chiuso e convesso in H. Provare che
r,€C, z,—-2 = ze(C

Dedurre che, se  x, — x  allora esistono 7, combinazioni lineari con-
vesse degli z,, tali che ||z, — x| —, 0.

Esercizio 3. Sia C convesso e [':(C — R funzionale convesso e continuo.

Provare che z,€C, z,—ax = liminfI'(z,) > [(x)
Esercizio 4.  Sia C' chiuso e convesso in H, ' C—=R continuo e
coercivo: z, € C, Nzy|| = 400 = TI'(z,) = +o0
Provare che dxeC: infel =T(2).
Esercizio 5.  Provare che

Ty =, Jza]] = lzl] = flon =2 =0

Esercizio 6. Sia L € £ (H) ( operatore lineare e continuo in H).

Provare che esiste un (unico) L* € L (H) taleche < L*z,y>=<uz,Ly>
,Vz,y € H (operatore aggiunto di L).

Dedurre che Ty, =T = T,



CENNI DI SOLUZIONE
Serie di Fourier in L*([—m,7])

Esercizio 1 - (ii). Sia g(t) =7, ¢;¢?".  Siha

(f*g)(t) = / f(S) [icj eij(tS)] dszzn: [Cj/f(S)eiijs ds] it
Esercizio 2.

|0wmw—ﬂm::Uﬂrwwmea/mmwws

IN

(=5 = FO] gels)ds + 20/l [ ge(s)ds < € + 2| flle

|s|<8 |s|>8

se 0<6, Is|<d = |f(t—s)—f(s)|<e e k>k = [ g <e
[t[=6

Esercizio 3.  Si tratta di provare che [ gr(s)ds —, 0 Vo >0.
s[>0

Cominciamo con l’osservare che

Cr, ::/ { +COSt] dt > 2 / { +Cost} sint dt =

2 2
0
B 4 /7r d[l—l—cost L4
B k+1 ) dt 2 k+1
Quindi
1 k+1 1 51"
— / gi(s) ds < (bt oo —r 0 V5>0
Ck 2 2
[s|>6
Esercizio 4. Possiamo supporre f =0 fuoridi [—m,7m] e infatti
1 1 ,
f=0 Vid|[-n+—,m——] perché
n n

J1f— fX[—n+%,7r—%]|2 <e senégrande (assoluta continuita dell'integrale).
Siccome f = fT — f~  basta provare che



se g>0, gelL*R), gt =0 Vig [-m+2,m—1], allora
Ve>0, 3j€Co((—mm) [la—il < e

Siccome poi esistono funzioni semplici 0< ¢, <g con ¢, < ¢,y1  pun-
tualmente convergenti a f, e quindi (convergenza monotona!) convergenti a g anche
in L?, basta provare che,

se EcC[-n+ %, T — %] ¢ Lebesgue misurabile , allora
Ve>0, 3 heCy(—mmn): /\XE—h\2§e
Ma cié segue subito dal fatto che

Ve>0, 3 K. Cc E Cc O, C (—m,m): LY O\ K,) <c¢

con K, compatto, O, aperto.
Infatti, dato § >0 tale che d(z,K.)<d = x€0O,, basta prendere
ve(z) = y(d(z,K.)) ove ~ve€C(R) con ~(0)=1 e 7y(t)=0set>é:

Jlee=xsl <4 [ o, = ALYON K < e

Spazi di Hilbert, convergenza debole

Esercizio 1.  L’esistenza di hg segue come nel caso in cui C' é sottospazio
lineare. Poi,

velC = ||h—[tv+ (1 —t)he|*>||h—he|* VEte0,1] =

d
< — — — 2 =
0 < = [Ih=lrw+@=0hel?],
d
y BN+ 2[[0] + (1 = )% hcl|* = 2 < hyto + (1 = t)he > +2(1 — 1) < v, he >]lt:0
= —2||hc||2—2 <huv>42<hhc>+2<v,h¢g>= —2 <h—hg,v—he >
Esercizio 2. z, € C, z, — x, x¢ proiezione di z sul convesso chiuso C' =

<r—x0,p—2c><0 = <rx—zg,rx—2c><0 = zx=zxc€C
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Esercizio 3. Sia c:= liminf, ['(2,) = lim; I'(z,,). Allora
Ve >0, 3Jj.: j>je = an el = {zeC:T'(zx)<c+e}

Ora, T°f¢ ¢é chiuso (perché T é continuo) e convesso (perché I' é convesso), e
quindi ( Esercizio 2)

T, =2 T, ETT = ze&l" Ve>0
ovvero I'(z) <c+e Ve>0.
Esercizio 4.  Sia x, € C minimizzante: [(z,) — info T

Dalla coercivitd segue  sup,, ||z,|| < +0o0 e quindi esiste una sottosuccessione

Tn,  (ancora minimizzante) che converge debolmente a un z. Siccome C' é chiuso
e convesso, allora (Esercizio 2) 2z € C e quindi (Esercizio 3)
infI' = liminfI(z,,) > TD(z) > infl
c k c
Esercizio 5. ||z, — z|* = ||za|]? + [|2]? — 2 < 2,2, >— 2||2]]* — 2 < 2,2 >.
Esercizio 6.  Indichiamo con G :H — H* lisomorfismo di Riesz:
Vh € H, G(h) (x) =<h,o> VxeH
Fissatoy € H, « — lY(z) :=< L(x),y >  ¢é un funzionale lineare e continuo
e quindi esiste un unico vettore, diciamo  L*(y), tale che
G(L*(y)) =1Y, ovvero < L*(y),z> = lY(x) =< L(x),y> VYxeH
Chiaramente,  L* ¢ lineare e | < L*(y),x >| = | < L(x),y > |

< Lzl flyll < L0 D=l Tloll = L) [ < LI [yl
e quindi  L* é continuo e
I1L7]] = sup{[[L7(y) - llyll <1} < [IL]
In effetti, siccome chiaramente  (L*)* = L, siha |L*]| = |/L]. Infine,

T, —x = < L(z,),y>=<L*(y),r, >>< L*(y),r >=< L(x),y > VYyeH
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