AMD5: Tracce delle lezioni- IX Settimana

CONVOLUZIONE CON NUCLEI SINGOLARI
e
DISEGUAGLIANZA HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

Se 0<A<N e Gylz):= ﬁ, r € RY, G non é sommabile, ma
lo ¢é localmente: 1l ﬁ% = %_(fl) RN, In particolare
|lz|[<R
RN Z/ RN Y

é definita per ogni x € RY ed ¢ infatti una funzione C*°(RY). Ad esempio, se

N,
A=A, = ]El ;—y]z, risulta A(p * Gy) = (Ap) * Gy.

Proposizione. Sia N = GN2 ove cy:=N(N-2) [ —= o dy.
RN (I+yl) 2"

Allora peCERY) = —A(pxN) = ¢ in RN,
Tale formula si basa sulla formula di integrazione per parti

ou ov oo 00
%U:_/u‘ VueC™,  VueCF(RY)

RN

che é a sua volta conseguenza del Teorema Fondamentale del Calcolo. Ad

esempio,
ouv) i O(uv) B
[ ) ey o
RN RN-1 — OO
Prova della Proposizione. E A(p*xGn_s)(z) =
(Ap)(r—y) [ Aylp(r —y)] . 1
— " dy =1lim | T dy = lim r—y) AN, —————d
/ ‘y’N—Q Y 6*)0/ (62 + |y|2)T Y eHO/SO( y) Y (62 + ‘yP)T Y
= lim w(sv—y)ii[—(NJ)L]dy =
0 =1 i (€ +yP)*
N 2
. Y 1
lim [ p(@—y) D IN(N=-2)—xry —(N=2)—————5|dy =
HO/ ]Zl (2 + 1yl (€ +[yl*)=

1



) N =) “N(N-2)
iy fole =) Gy 0 = 1 A=) (s

= —SO(x)N(N—2)/(1+|C§2)N2+z

H-L-S Se A€ (0,N), p,r>1, %%—%%—%:2, esiste ¢ =c(\, N,p):

h(x) f(y) ., )
‘/RNXRMW‘Z adyl < ¢ |hll Ifll,  VfeIPRY), helL(RY)

In particolare, posto % = % + ;1) — 1, (ovvero s é 'esponente coniugato di ),
allora
Je>0: 1Gx = flls < cllfllp Vf e L’(RY)
NOTA La relazione sopra indicata tra i parametri A\, p,r, N é necessaria

perché una siffatta diseguaglianza possa valere, e cié per il suo carattere di invari-
anza rispetto ai cambi di scala.

Alla dimostrazione premettiamo alcune notazioni ed utili formule. Data f > 0
misurabile in RY, sia

Xri=xr,, Lypi=A{(x1)€ RN x [0,+00]: 0<t< f(x)}

la funzione caratteristica del sottografico di f. Chiaramente I'y e quindi s sono
misurabili e

(@) :/()+Ooxf(x,t)dt Vo e RV, / f= / I(f > t)]dt

ove abbiamo indicato con |(f > t)| la misura dell’insieme (f > t) := {z € RN :
f(z) >t} ( la seconda uguaglianza deriva da Fubini). Analogamente

fP(z) 1 +oo -1 1
fP(x) :p/ sPtds :p/ Xr(z,s)s" ds / P = p/ |(f > s)|sP "ds
0 0

Infine, effettuando il cambio di variabile ¢ = T%, vediamo che

1 PR T a4 oo A1 N
7)\:/ dt = A T__dS:A/ X{|x‘<7}7‘__d7‘ Vr e R
|| 0 | 0

Prova di (HLS). Dividendo per ||f|l, ||k]l- . (HLS) si riscrive



hz) £
cWorp) = sp( [ ST drdy: fhz 0fl, = 1= < +oo

Si tratta cioé di provare che esiste ¢ = ¢(N, A, p) > 0 tale che

“+o00

pf W= [ p=as [ [Tl gl <
RN 0
+o00 400 +oo
/RNXRN </0 Xf(y’t)dt) (/0 Xn(, S)ds) (/0 X{w—y|<r}7-)\1d7'):| dedy < c

. +oo oo rdoo [(t g T)
ovvero, usando Fubini, che / / / W dtdsdt < c
T

ove si é posto
I(t,s,7) = /RNxRN X7(@, 1) Xn(Ys $) X{jo—yl<r} dx dy

Osserviamo che

X{lo—yl<r} =1 = L < |[(f>)] |(h>s)]
<l = I < volB; |(f >1t)] = ex T™|(f > t)]
xr<l = I < volB; |(h>s)|=cy ™ |(h > 3s)|
N 7 en ™V (f > 1)] [(h > s)]
~ max{cy ™V, [(f > )], [(h>s)]}

1
Sostituendo 7 con cp T, otteniamo

too ptoo pdoo [(t s T)
L[ Tm ) gt ds dr <

o pree (e I
= CN/ / (/ P max{ N, [(f> 1), |(h>s)|}d> ds di

Passo 1 Per ogni s, si ha

AwqfiﬁdeAgf%>mmWh>@Hq>wr =01 (> 9) 5



Infatti, se  |[(h > s)| <|(f >t)|, allora
(> B[ [(h > s)|

o T > D] (A > )|
max{ 7, [(f > 1), |[(h>s)[} ~

max{7", |(f > )}

e quindi

[Tl [ [N e
0 TAHL 0

© >0 k> s)|
Td7—+ /|(f>t)|zlv AL =L dr
2 xo o -
o (B> > +=F[(h>s)] [(f > 8)]7F =
NC]% NT NCI% -
v = >0 < S5 10> DL > )l

Scambiando h ed f, si ottiene

A
+OOIt,S,T Ncﬁ N-A
>z >0 = [ S5 s S S = ol > ) <
Ned
CN N=X
< ————|(h t
< Sl 1> 9l 1> 01
Dal Passo 1 otteniamo
AN — A h
VT >0: (A)/ (z) f<A)d;1:dy<
NeY  /RYxRY |z — y

PRI
Ora,
/OT ‘(f>t)| dt /OT ’(f>t)| t(pfl)T z57(1071) Adt

% NEA v\ N
< (/ I(f > t)|t7 dt) </ =D dt)
0 0
A

N—

()"

IN

Th-(p-1)232] ] N ,
. . (r—1)2

Y = c¢(\,N,p)T v
I- (p - 1) by




A _

perché %+N+%_2 =
A N — )\ DA P P
ARSI S I A WS U SR
NPy Pry =%-p-p=0-1g

Dunque, prendendo T = s%, vediamo che

+o00 oo
p/ (/> e))erds =1 = T/ |(h > s)|s"'ds =
0 0

/0°° (|(h>8)|/08; |(f>t)|¥ dt) ds <

c¢(N, A\, p)

r

< ¢(N, A, p) /°° (h>s)| s Vds =
0

Analoga limitazione per il secondo integrale: usando Fubini e poi Holder,

L7 (1= [ > ol de) ds:/o‘”( |<f>t>|/0t€|<h>s>|”w* ds) dt =
- /ooo( |<f>t>|/0tf|<h>s>|”w”s<f-1> DA ds) it <
g/ow |(f>t)\(/ooo\(h>s)]s’”1ds>w (/f 3<H>”st) it =

dt =

z|>

O Npr) [ > 0] HE0DER
0

= cNopr) [Tl >0 e

DUE CASI IMPORTANTTI.

A=N-2 §>p>1 = L=02 (=52 s p=3%)
IGn—z* fll 2 = (N) (Il vf e L'(RY)
A=N-1, N>p>1 = 1= =
G- fll e < c(Np) Il vf e L"(RY)



LA DISEGUAGLIANZA DI SOBOLEV

N—p

Np

¥p e (1,N), 3e = ¢(N, p) : (R/ uNP) gc/ Vul? Yu € C(RY)
N RN

Una formula di rappresentazione. Sia ¢y =N dimw. E
RN (1+[z[?) 72

1 — 1 —
u(x):— <Vu(y), xz y>d o / <VU($ y), y>dy VUECSO<RN)

—ylN - N
en |z =yl en . ||
Prova . Per ogni fissato x,
<Vu(z—y),y> - 0 i
/ dy =ty [ o fu(r ) dy —
BN lyY =00 R dy; (€24 |y[*)=
; SR
im>> [ uw—y) ( - N) dy =
0= i (e + |y|2)F (€ + |y|2) "5
Nlimez/ [u(x—y])m] dy =
0 RN (€ +yl*) 2
) u(r — ez dz
- i [ [ - v [
av LAF[2)2 av (LF [
Prova della diseguaglianza di Sobolev. u€ CPRYN) =

lu(z)] < ¢ / ||Vu(y)| dy = c (|[Vu| *Gy_1) (z) Yz € RY =

_ N—-1
S e =yl
ul| 3o < |Gy * | Vull| e < ¢ [V,
N-—p N-—p
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Diseguaglianza di POINCARE. Sial <p < N, Q c R" aperto limitato.

Allora Je=¢(2)>0: / |Vu|P > c/ lulP Yu e C5°(Q)
) o)
Infatti, da & + % =1, usando Holder e quindi Sobolev, segue
N—p
N
Np D
/ uff < / |5 vol(Q)F < M(Q) / VulP  Yu e C(Q)
RN N RN
f [Vul|P
Poincaré non vale in RV: inf RY =0
uECE (RN), uz£0 j]’v Julp
R

Se uc(z) :=ulex), ¢ [ |ulP=e" [fuf, [ [Vulr=e"N [ |Vulf
RN RN RN

RN
I Veul I Vul?
.. RN RN
e quindi - = & = = 0 Allo stesso modo
I luel? I lulp
RN RN
IVl [ IVul?
si vede che A(Q) = inf RY < R Vu € C5°(Q)

ueCq (@), ut0 [ |ul? S lul?
RN RN
[ I'inf non é realizzato in C§°(Q2): VYue C3°(2) Je<1l: wu. e C(N) |
Diseguaglianze di MORREY. Sia p > N .

(H)VR > 03 c=¢c(N,p,R) : |ul|leo < c(f \Vu|p>p Vu € C5°(Bg)
RN

@) 3= clp. V) Julo) )] < clo=ofF ([ ) e cpmy)

(i) Utilizzando la formula di rappresentazione e quindi Holder, ed usando il fatto

1 1 N -1
che p>N = —-=1—- > = ¢(N—-1) < N vediamo che
q p
\%
u € C(Bg), <€ RY = lu(z)| < c/ |’u(|%\2|_1dy <
r—Yy
RN



Q=

: (i/ a = =i (R/ vl / Ei

(ii) Sia @, := {z: |z;] <r Vi} ( cubo di lato 2r centrato nell’origine). Fissato

T,sla u = ﬁ J  w lamedia di u su @ := @, +T. Per ogni x € ) risulta
Qr+T

o=t = g )t < f L [ vut - ool ar ay

3 =

VN | IVu(z)| VN s dt
< G [ ] Bte|acs i [ vur / voll(tQ)' 7 o =
0 \(1-t)z+tQ Q
1 1
1 p
\/N(Qr)l_% / |VulP / v dt = ¢(N,p) P / |Vul?
Q2T+§ 0 Q2T+E
Dunque, fissati x,y e postor = |z —y|, T = ’%y, per cui z,y € Q. + 7, si ha
1-& ’ 1-X ’
u(@) ~uly)l < 2e(Np)" 5 | [P | = 2Ny | [V
QQT‘FE N
Morrey (i) non vale in RY. Se  wuc(x):=ulex), é
[ |Vup =ee™N [ |[VulP  mentre  ||t]|oo = ||t]oo
N RN

Il Teorema di compattezza di RELLICH.

p
Sia  u, € C§°(Bgr), con  sup, ( / |Vun|p> < 4o00. Allora
RN
(i) se 1 < p < N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr < ]\]]\77p
(ii) se p = N, u, ha una sottosuccessione convergente in L"(Bg) Vr.

(iii) se p > N, u, ha una sottosuccessione uniformemente convergente in By



Prova. (i) Sia1<7r < 2. Da Holder e quindi Sobolev segue che

N—p
sup /unr>
n

Br

Poi, la diseguaglianza di interpolazione con «a € [0,1), o+ (1 — a)NN—;f" = i da

(R/ |un(z +h) —un(z)|"dz | <
(R/ |un(z + h) — un(z)| (‘/ |Un(I+h)—un(x)|Npr

Il secondo fattore, grazie a Sobolev, resta, nelle nostre ipotesi, limitato e

S = |

1
P

< ¢(R) sup / |Vu,|? < 400
" N

S =

(1—a)(N—p)
Np

[ w1~ wa(a)dr < (/01]<Vun(x+th),h>]dt) dz

RN RN

1 P
< vol(Br)"" |h|/0 (R/ V(@ +th) dr | dt < clh] sup (R/ V()| dae
N N

La compattezza di u, in L"(R") segue quindi da Frechet-Kolmogoroff.

(ii) In tal caso sup,, ( f |Vun|’"> < 400 Vr, e quindi, come in (i), otteniamo
RN
la compattezza di u, in ogni L".

(iii) La (i) nel Teorema di Morrey dice sup,, ||tun]lcc < +00 mentre la (ii) assicura
la equicontinuita delle u,,. La conclusione segue quindi dal Teorema di Ascoli-Arzela.

Nota. Rellich non vale in tutto R" né fino all’esponente limite
p* = NN—_I’p.
i) Se feCPMRYN), f#£0, he RV h#0, f.zr):= f(xr+nh),

allora  ||Vf,ll2 =V flla, ma f, non ha estratte convergenti in alcun L?

() Se [ECRB), [£0, e—n0 ful) = aTfZ) alo
ra  ||[Viul2 = IVfll2 e ||fn||% = ||fn||% e quindi f,, non ha estratte

convergenti in L¥-2 (mentre converge a zero in LP per 1 < p < 225).



