AMD5: Tracce delle lezioni- VIII Settimana

DISEGUAGLIANZA DI YOUNG

Siano p>1, qr>1, 1% + é + =2 Allora
[ 5@ (g @ydal =1 [ @) gl — ) h(y) dady] < [l Nl 2],
VfeLP(R"), ge€LiR"), helL"(R"). In particolare, se % = é + % —1
allora ge L'R"), helL'R") = |g«hls <lglqlnl:
Prova. Se p'.q¢',r"  sono gli esponenti coniugati, allora
o111 111 1] L
P q r!’ q P r!’ ro q p/’ ¢ -
Dalla diseguaglianza di Holder generalizzata e quindi Fubini
—y)h(y)dzdy| <
| o g (@)9(@ = y)(y)dady| <
< [ @I X 1@ <o —)lF x Lot —)I x [T x 1h(o)| drdy <

< ([ @ty s ([ p@pb)rdedy)”

([ Ihw)llgte - pldedy)” =
716 gl 120 1 107 gl = 150 Nl el

NOTA. La condizione Ilo + % + % =2 é necessaria, in quanto la diseguaglianza

deve essere invariante rispetto al cambio di scala o’ = tx,y’ = ty: il prlmo membro

cambia per un fattore t 2", mentre il secondo cambia per un fattore ¢~ Mtate),

Il caso limite: % + % =1 Siano ¢q,r >1, + % =1. Allora

1
q

ge LYR"), hel'(R") = hxgeCR") e sup|h*g|(r) 2Rt 0
lo|>R



Intanto, [ [g(z —y)| |h(y)ldy < llglly [|P]l, Ve Siano poi g, he € C5°(R")
tali che  ||g — gellq + ||he — |l <e.  Da Holder

(g % h)(@) = (ge * he) ()] < [[(g = ge) * hl(2)] + |lge * (h — he)](z)] <
< llg = gellg [[2llr + 1A = hellr [lgelly < 2€(llglly + 1A1]-)

Dunque ¢, * he —«_0 g * h, uniformemente e siccome ¢, * h, é chiaramente
Cg°, allora g=*h é continua. Infine, che g*h vada uniformemente a zero all’infinito
segue di nuovo dal fatto che g*h é limite uniforme di funzioni a supporto compatto.

Effetto regolarizzante della convoluzione.  Sia [z.|f| < oo.  Allora

() g € CF(RY) = f xg € OX(RY), L(feg) = [+

(ii) supp(f * g) Csupp f+ supp g (supp [ := chiusuradi {z: f(z) # 0})

Basta mostrare, usando Lebesgue, che é lecita la derivazione sotto segno di inte-
grale.

Nuclei regolarizzanti. Sia 0 < ¢ sommabile in R" tale che [g.p = 1. Sia
@c(x) = e "p(£). Allora

[leex =1 =00 ¥fe @Y
Segue da fp. [ex f— fIP(@) dz = [ | [[f(x) = f(x— )] (0 )7 (pc(y))s dylP do

/</|f [z —y)Pecy dy) (/m |dy> dr —

/( /]f — flz— ez)\pdx> dz —¢.0 0 (convergenza dominata)

Approssimazione mediante convoluzione. Siccome f x ¢, € C*®(R"),
abbiamo ottenuto che

ogni f sommabile é limite in media di funzioni C'*
In effetti ogni f sommabile é limite in media di funzioni C§°

Basta infatti prendere  f xp, * e

[15xe, 00— 11 < [1Fxe, = Hred + [If e = fl=0
perché  [|f — fxBl| x|>1 |f| = 0 al tendere di € a zero.



COMPATTEZZA IN L’(RY): IL TEOREMA DI
FRECHET- KOLMOGOROV

Sia p > 1. Non ¢é in generale vero che una successione limitata in LP(RY)
ammette sottosuccessioni convergenti in L”. Cioé, non é vero in generale che

fo € LP(RM), sup|/fullr < +o0 =  3f,, convergente in LP

Ad esempio, se  f € C(RY) e fulz) = fu(z + hy), \hy| — +00,

allora fo(@) —, 0 Vx € R¥ ma f, non ha estratte convergenti

(necessariamente a zero) in LP perché  |[full, = £, Analogamente ,
N

fo(z) :== €& f(enx), €, —, 0  ha norma LP costante e quindi non ha estratte

convergenti a f =0  che é il limite puntuale delle f,,.

Al fine di individuare delle condizioni che assicurino la compattezza di f,, in L?,
cominciamo con 1’osservare che

/|fn—f|p—>n0 = Sgp/|fn|p<+oo e

sup [ [l + 1) = fue)Pd =y 0 up [l e 0

La validita di tali proprieta per ciascuna f, é ben nota: il fatto che tali proprieta
valgano uniformemente in n é facile conseguenza della convergenza LP delle f,,. E
sotto tali condizioni che una data f, ha una estratta convergente in L.

Teorema (Frechet-Kolmogorov) . Sia Q c RY  aperto. Siano f,
misurabili in LP(RY) e tali che

(i) VK CQ compatto 3e(K): sup/ |fnl? < e(K)
"k

(1i) VK C Q compatto sup/ |fu(z4+h) = fu(z)|Pdr —p)—0 0

"k
Alloraesistono f ed f,,  taliche [|f,,—f]P =10 V VK CQ compatto

K

Se di piu
(ii1) Ve>0, 3 K.CQ compatto e tale che sup IfulP < €

n O\ K.

allora  f, ha una sottosuccessione convergente in LP(2).



Prova. Sia, per semplicita, p = 1.  Nel seguito supporremo, come é lecito,
che  f, =0 fuoridi Q. Il seguente Lemma descrive il ruolo delle ipotesi (i)-(ii).

Lemma . Sia ¢eCP(By), 0<p<1, [p=1 . =ecNp(%). Sia
RN
K C Q compatto, €< dist(K,00). Allora

(1) =  de=ce: sup|(fux po)(x)| + Z [Sup | — f)@)]| <c Vn
zeK —1 LxeK
@) = $p [ 1fu = (et f)l =0 0
K
Prova del Lemma. Sia K :={:=z+y: z€K, |y|<e}. Da
c(K¢):= sup [ |fu| <400  segue
n Ke
(e * fu)(@)] < [|@elloo / [fule = y)ldy < c(K°) [l@elloo Vre K
ly|<e
2,2 @) = | [ 10 o] < oK) FE e Ve e K
a j 80 n n 8 S0€ y y o0

Poi, sup, [ |fo(® 4+ h) = fu(z)|dz —p—0 0 =
K

[ =@ < [ ([ Vule =) = @ledo) dy) do =
(o 1t = ) = oot =) s -

= [ (¢) [ e =€) = fala)ldo) dz =g 0
|z<1 K
CONCLUSIONE. Fissato K sottoinsieme compatto di €2, proviamo che

1
Dalla seconda parte del Lemma segue che
1
Vk, Jder, e —r0: SUP/K | fro = (o * fu)| < T (or = ¢q)

Dalla prima parte del Lemma segue che, per ogni €, la successione n — @, * f,
soddisfa le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela in K. Esiste quindi una ( prima )
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selezione di indici n]l tale che ¢ * f,1  converge uniformemente (e quindi
J

in media) in K a una certa funzione g; , continua in K . Possiamo anche supporre
che

/’@1*fn]1.—91‘ <1 vy

K
Per la stessa ragione, esiste una (ulteriore) selezione di indici ~ (n?) C (n}) ed
una funzione g, € C(K) tale che

1
/\apg* fn? — ¢ < 3 v ed anche /\gpl*fn? —q| <1 i
K K

Iterando, troviamo, al k-esimo passo, una funzione continua (in K) gy ed una

(ulteriore) selezione di indici () C (nf‘l) tali che

1 1
/‘Spk*fn’?_gk’ < ed anche /’(ph*fn’?_gh| <3¢ Vh<k V)
K K

Ma allora, indicata ~ ng :=nf,  troviamo che h<k = [{ | frr — frn| <

4
S/|fnk_cph*fnk|+/|Q0h*fnk_gh|+/|gh_(;ph*fnh|+/|90h*fnh_fnh| SE
K K K K

Dunque, esistono f,, ed f tale che [ |f,, —f| £ 0 (ed anche f,, — f q.o. in K).
K

Siano infine Q; C K; := Q; C Q;11 C Q aperti tali che U;Q; = Q. Per quanto
visto, esistono una ( prima ) selezione di indici ~ n; e una funzione f! tale che
f(f | fur = f'] =i 0 ed esistono (ulteriori) selezioni di indici ~ (n]) C (™) e
1

(2

funzioni f7 tali che [ |f; — f/| —;0 . Siccome (nl)C (n]™"), fi=fi"!
K; o
quasi ovunque in K;_;. Resta cosi definita una sottosuccessione (diagonale) f,, :=
f,; ed una funzione misurabile f := f/ in K; tali che [ |[f,, — f| —; 0 per ogni
J K

sottoinsieme compatto K di 2, perché K C 2; definitivamente.
Per provare infine la seconda parte del teorema basta osservare che

3K [l <tmint [ [fl<e =
Q\K. ’ QK.

timsup [ 15, = fI < limsup [ 11, = fl+lmsup [ [f,, = /1< 2
i ik I qlk.



AMS5: Esercizi e Problemi- VIII Settimana

Problema 1. Sia0 <¢ sommabilein R® taleche [g.p =1. Sia
pe(z) = (7). Allora

[ lecxf=TF =00 VI €I RY), YR>0
Br
ove feLlp. & [u<rlflf <+oo VR>0.

Problema 2. Sia f continuain R", ¢ € (C§°.  Provare che

(i) fxe(x):= [z f(x—y)p(y)dy ¢ definita in tutto R™ ed é una funzione
ce.

(i) f#*¢e converge uniformemente sui compatti ad f.

Problema 3. Sia f sommabile in R". Provare che

J15@) = Gt [, Fwdy e =0

Problema 4  Sia f € C(RY). Provare che

f(l’) 7 |z|—+o0 0 = Elfn € COOO<RN) : SllapN ’fn(x) - f(l')| —n—+4oo 0
Te

Esercizio 1. Sia a€0,1). Sia f(z) = -=x0.1-

Provare che  fxf ¢ continua sse «a < %

Esercizio 2. Sia f sommabile in R". Posto fn = F Xqr@)<n}s
provare che

Jlgl<+o00 = [Ifaxg=frgl—n0
Esercizio 3. Stabilire se é vero che

feCR"), pely = z— L f(x—y)g(y)dy  ésommabile



AMS5: Esercizi e Problemi- VIII Settimana

CENNI DI SOLUZIONE

Problema 2. Sia  supp ¢ C By, lz] < R.  Allora

[CRRIE |</|f fa=plecwdy = [ (o) [17@) = fo = e2)de) dz <
up {F(@) = F(W)] =m0 0

z,YyEBR+1, |v—y|<e

per la uniforme continuita di f in Bgryy.

Problema 3. J1f (@) = woim Jpw) fy)dylda | <
- vaolBl/ </|f y)Ixe.@ Y )dy) de =

vaolBl/(/‘f = fl@=2)|xs(= )dz)dg;:
TNvolBl /(/’f — flz —=r| x5, (€ )TNd§) dr =

v0131 / (XBI /|f — fle —r¢) |d55) d€ =0 0

perché [ |f(z) — f(x —7&)|dr —,—0o 0 e c’ éequidominatezza:

x5, (&) [ 17(@) = fz = r)lde < 2| x,(€)
Problema 4.

feCRY), f(#) =—t1ec0 = f éuniformemente continua su tutto R"

e quindi, esattamente come nel Problema 2 si vede che ora

sup |(e * f)()] =0 0
RN

Sia ora  Xp = X|z|<n- E

#(fxn) €CFRY) e (w1 (flxa—1)(@)| < sup [f(y) Se se n>n

" ly|>n

e quindi, per n > n,, si ha
(prx(fxn)) (@)= f(@)] < [(prx(f(xa=1) (@) [+ (prxf)(2)~ f(2)] lege Vo € RY
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Il viceversa é ovvio:
sup | f(z) = fa(2)| <€ supp fo. CBr, |t|=Re =
R

[f @) <[f(@) = fo (@) + [fn(2)] < €

Esercizio 1. Se a < % allora f€L? equindi f*f écontinua:

(e Da+h) = (= N@I < [If@+h—y) = fa—ylIf@)ldy <

1
2

< Wl ([ 10 +h=y) = f@=y)Pdy)” =100

Per discutere il caso > %, calcoliamo esplicitamente f x f.

<0 = xou®Xxoy®—v) = X012 =0 = (f*f)(z)=0

ed 1o d
O<z<l = (f*f)(x):/omzwomz

1 /1 dt N - 1
= — se a> -
2=l Jo (1 —t)xte ° or oo 2

mentre

0<z<l = (f*f)(x):/ol o a—1

Dunque  fx f é discontinuain x =0 se « >
punto di discontinuita:

1
d
le = (f*f)<x>:x2(]);_1 / 71&

che é evidentemente continua.



