AM5: Tracce delle lezioni- III Settimana

Convergenza quasi ovunque, in misura, in media.

Siano f,, f funzioni misurabili in (X, X, u). Diremo che f,, converge a f
quasi ovunque (q.0.) se AN eX: u(N)=0 e fu(x)— f(z) Ve ¢ N
in misura se p{z | fulz) — f(x)] > €}) =, 0 Ve >0
in media se fu, f sono sommabili e ){ |fo — fldp —, 0.

Nota.  Unicita del limite: se f, converge a f e a ¢ q.0. (oppure in misura,
oppure in media) allora  pu({z: |f(x) —g(z)| #0}) =0, (sidice f=g q.0.)

Proposizione 1

(i) fo—f inmedia = f,— f in misura

(i) f.—f inmisura = 3ng: [, — f quasi ovunque
(ii) fo—f qo. = f,— fin misura sugli insiemi di misura finita
Prova.

(i)  Segueda:  [|fu—f| = enl{[fn—fl = €})
i) E  go:=|fo—f] —»0 in misura, e quindi

1 1
Vi, 3nj: p{gn > =} < 2 Vn > n,;. Siccome
J

Ujskign, > %} ¢ una successione decrescente di insiemi di misura finita, con infatti

(Ujsidgn; > 53) < Sjsr gy = g 5 visulta p(Og Upse {gn, > 51 =0.  Ma

1
T ¢ e Ujse {gn, > =} = dk: >k = gn(x) <
- J

S

e quindi g, () =0 Vo &y Uk {gs, > 5}



(ili) Se N € X étaleche g,(x):=|fu(z)— f(z)] =, 0 V&N, ¢é

1
Nec{x: g, — 0} = N; Uy Nisn {2 gkgg}

1
e quindi UiMpUgsn{z g > =} C N
a J

Per ipotesi, esiste un N siffatto con  u(N) =0, e quindi
1 1 :
0= puU; Ny Upspn{fze A gp > }}) > uw(Ny Upsy {2 €A gp > ;}) Vj
e quindi, se F € ¥, u(E) < 400, p( Upsn{z € E @ g > %}) —, 0 Vj e quindi

1 1 )
pr € B: o > ) € plUisnfr € At g > 21 =00 V)

Nota. Unicita del limite: dalla Prop. segue che se f,, converge a f q.o., od,
indifferentemente, in misura od in media, ed f,, convege a g q.o., od, indifferente-
mente, in misura od in media, allora  f = g q.o.

CONTROESEMPI

(i)  La convergenza in misura (cosi come la convergenza q.0.) non implica la
convergenza in media: X = R con la misura di Lebesgue e f, = nx 1; fa
n
converge a zero in misura (e puntualmente), ma [g f, = 1.

(i) La convergenza in misura non implica la convergenza q.0.:  f,r = X[k=1 k1
ove, dato ,n € N, k va da 1 fino ad n, converge a zero in misura ma non con(;er%e
in alcun punto (in ogni punto il massimo limite é 1 ed il minimo limite é zero).

(iii) La convergenza puntuale non implica la convergenza in misura: fn =
Xnnt1]  converge a zero puntualmente (e, sugli intervalli limitati, anche in misura),
ma non converge in misura su tutto R.

Teorema 1 (Lebesgue)  Siano f, sommabili. Se

fn € equidominata, esiste cioé g sommabile tale che |f,(x)| < g(z) quasi per ogni x
fn converge ad f q.0., oppure in misura

allora f é sommabile ed f, converge a f in media.



Prova.  Se f, converge ad f q.o., esiste N tale che
p(N) =0,  [fulz) = f(@)| =0 Vo ¢ N e |fulz)— f(z)| <29(z) Vo & N.
E ci6 assicura che [ |f.(z) — f(2)| = [ |fu(2) — f(2)|xNe — O.

Se invece f, converge ad f in misura, una sua sottosuccessione converge anche
q.0. e quindi in media. Se f,, non convergesse in media a f, esisterebbero n; ed
e > 0 tali che [|f,, — f| > €, mentre anche f,, al pari di f dovrebbe avere una
sottosuccessione convergente a f in media.

CONVERGENZA IN MISURA E TEOREMA DI VITALI

Abbiamo visto che se  f é sommabile, allora
(i) Ve>0, 3.>0: Eecx pukE<s = /!f|§e
E
(i) Ve>0, 3B e¥: pE)<oo e /mge
B¢
Se [|fn — f| — 0, le proprieta (i)-(ii) valgono (banalmente) uniformemente in n:

(k) Ve>0, 30.>0: Ee¥, pulE)<s = sup/|fn|§6
n E

(kk) Ve>0, dJE . €X: u(E) <oo e sup / Ifu] < €
n k¢

Teorema di Vitali . Siano f,, sommabili e convergenti in misura ad f. Se valgono
(k) e (kk), allora f é sommabile e [|f, — f| — 0.

Prova.  Dalla Prop. 1-(ii) e dal Lemma di Fatou segue che:

fr =6 a0 equindi  [p[f| < lim [ [fo,| <sup, [plfal VEE€X. Se

de; Ee sonocomein (k)—(kk) e A, :={r€ A :|fu(x)—f(2)| > H(;e)} per cui

w(Acn) <6 sen >n. (f, — fin misural) vediamo che f é sommabile, perché
L PR AR Ay B TA L M TA R T
ASUAe n AN\Aen A\Aen Ae
e, infine, n>n. =

n = n n <4
/ ’f f| /quuAg’n |f f| + /Ae\Ae,n |f f| “r A\Aen IUJ(AE)

€

= D¢

NOTA. Nel Teorema di Vitali I'ipotesi 'f,, converge a f in misura’ pud essere
sostituita dalla ’f,, converge a f q.o., giacché la convergenza q.o. implica la conver-
genza in misura sull’insieme di misura finita A..



COMPLETEZZA

Una successione di funzioni sommabili f,, soddisfa la condizione di Cauchy per
la convergenza in media se

Ve >0, dn.: n,m>ne = /|fn—fm|§e ()

Se f,, converge in media, f, é necessariamente di Cauchy (i.e. soddisfa (C)). Vicev-
ersa, se f, soddisfa (C) , allora f, converge in media a una funzione sommabile f:

Teorema Se fn € una successione di funzioni sommabili, allora
fn converge in media se e solo se soddisfa la condizione di Cauchy (C').
Dimostrazione.  Dalla condizione di Cauchy:
1
Elnk’ : /lfnk+1 - f’ka;| S ?
Posto gk := fu,., — Jn,, dal Teorema di B. Levi otteniamo

/[%:Wkwd,u:;[/mﬂdﬂ]Z%:Qlk< ~+00 cioé

g = > ol ¢ sommabile e quindi finita q.o., e quindi
k

la serie Z gi converge (.0., OVVero f(z) :=lim f,, esiste q.o. Inoltre,
k

|fo]l <I|fil+9¢ e quindi /|fnk — f| = 0 (convergenza dominata)
Da (C): Jfn = 1< o= fad + [ fne = fl <€ se nong = ne

NOTA. Dalla dimostrazione:

fn di Cauchy = 3 f,, equidominata e convergente quasi ovunque.

Definizione di L'(1). L) = {[f]: [Ifl<oc}l, [f] ={g:9=/ qo.}

Possiamo riformulare i fatti mostrati dicendo che

- Ifll = / |fl é una norma su L' ()

— (LY IF1D é uno spazio di Banach



SPAZI [
Sia g misura su X, p > 1.

LP = [P(X,pu):= {f: X — [-00,+00] | f é misurabile e / |fIP du < oo}
X

Siccome pzlj(W)pngg&teR, é
frgel? = fH+gel?

e quindi, facilmente, LP ¢é spazio vettoriale. Nel seguito, non distingueremo
LP da LP quozientato rispetto al sottospazio N := {f =0 q.0.}.

— Se X = N e p é la misura che conta, I? := LP(X, ) é lo spazio delle succes-

sioni a := (a,)nen di potenza p-esima sommabile con norma |ja|| = >0, \an\p]%
DISEGUAGLIANZE di HOLDER, di MINKOWSKII .

Siano f, g misurabili. Se p > 1, allora

1 1

(J1f +am7 < ([1mF + ([1aP)? (Minkowskii)

Se p,gq>1, - + =+ =1 (i.e. p,q sono ’esponenti coniugati’), allora

[ral < (fumye ([ g3 (Holder)

Una elementare diseguaglianza di convessita.

D=
Q=

1 1 tP s
p,g>1, -4+ -=1 = st < — 4 — Vs t>0
p q p q
Da jr(rp - %) — 1 segue che r =1 é punto di minimo assoluto.
Da% —-r + 5 = 0inr =1, seguer < ]%rp + % Vr > 0. Scrivendo (se s # 0)
r = Sq%l si ottiene la diseguaglianza voluta.
Adesso Holder segue subito scrivendo ¢ = Lf(@)] T, § = M)ll e integrando.
([ 11177 ([ lgl?)?
Minkowskii segue da Holder:
I p—1 p p—1 p—1
ot = F Al < f gl I+ gl

= [l < ([ I+ /mp ([ 1+a)5 ([ 1al)?



COMPLETEZZA degli spazi LP. Siap>1.
(i) Ifllp == (Sx [fIP d,u)% ¢ una norma su LP.

(ii) LP dotato di tale norma é uno spazio di Banach, ovvero

fn €L, | fn _mep —nmooe 0 = If€LP: | fn — f||p_>0

Si prova esattamente come nel caso p = 1: sia gr = [n, tale che
n 1

| gr+1—grllp < zik Posto Ey =30 lgeri—ogkl, € [, <SP <1 Vn
e quindi  F(z) := lim, F,, é in L? per il Teorema di Levi, e quindi

i |9k+1 — gr| < +00  q.0.
f(z) := 1i’£ﬂ[91 +(g2—ag1)+ ...+ (96 — gx—1)] = lim f,,  esiste finito q.o.
Inoltre  |fn,| < F+4]g1| e quindi |f,, | é equidominata e quindi [ | f,, — f|F — O.
Infine, essendo f,, di Cauchy in L, [|f, — f|P — 0.
DISEGUAGLIANZA di INTERPOLAZIONE . Siano 1 <p <gq. Allora
ferrnlt = felL vrelpdelfl <Ifl,1f1I;7°
ove € [0,1] ¢ tale che 1 :%—l—%.

Infatti, J- e (1—[10)r sono esponenti coniugati e quindi

/|f|r :/|f|w I < (/Ifl”)%e (/|f|q)@

DISEGUAGLIANZA di HOLDER GENERALIZZATA . Siano f €
LP g € L1 Allora

1 1 1
—=—+=-<1 = |fgll- <|fllyllg
Ty gl < 11l llgllq

Basta applicare Holder con esponenti 2 e %:

Jurigr < (f15m3 ([ 19l



AMS5: Esercizi e complementi - III Settimana
Teorema di Egoroff.

Sia pu(X) < co. Siano 0 > f,, misurabili, f,(z) — 0 Vz. Provare che

Ve > 0,3A. misurabile : u(A) <e e f, — 0 uniformemente inA\ A,

Suggerimento. Provare che Vj, e, In(e,j) : p(Un>n(ej)ign = %}) < 5; e consid-

. 1
erare Ac := Uj Upsn(ej) {gn > 5}
Convergenza in misura, q.o., in media

Esercizio 1. Sia

fu(x) = |sin(knz + t,) [, @ € (0,27), kn € N, p, — +00

Provare che f,, converge a zero in misura.

Sugg. Confrontare L'({z : |sin(k,x + t,)|P» > €}) con L'({z : |sinz[Pr > €}

Esercizio 2. Discutere convergenza puntuale, uniforme, in media, in misura:
(i1) f(z) = nze ™", 2 € (0,1), fulz)=nze ™" z e (1,+00)

(iid) fo(z) = 2225 2 € (1, +00)

TL4+LB2’
() fo(2) = GrEetiogers

Esercizio 3. Siano f,,, g misurabili in R, |f,(x)| < g(x) per quasi tutti gli z.
Provare che

L'({g>¢€}) <oo Ye>0, f,—0qo. = f, —0 in misura

Suggerimento. L'({|f.| > €}) < L*{|g(x)| > €})....



Esercizio 4. Sia ® : N — QN [0, 1] biiezione. Siano

(k) = %vmk,nk primi tra loro fr() = el 3 € [0, 1]
k

Provare che fj tende a zero in misura, mentre lim fi(z) non esiste per alcun z.

N
a =

< log

Nk

Suggerimento. Trovare le x che soddisfano la disequaglianza (my—ngx)
Usare poi il fatto che per ogni x esistono razionali my,ny tali che |z —

‘ 3

|~

n

Eall\

Considerare a parte il caso x razionale.
Esercizio 5.
(i) Trovare f,, misurabili tali che f,, — 0 in misura ma [|f,| > 1
(ii) Trovare f,, misurabili tali che f, — 0 q.o. ma [|f,| > 1
(iii) Trovare f, misurabili tali che f,, — 0 q.0. ma non in misura

(iv) Trovare f, : [0,2] — R tali che f,(z) — 0 V2 ma non in misura
Suggerimento. fn = Xu,5.(Z + q;)---

Esercizio 6 . Sia u(X) < co. Siano f,, > 0 funzioni sommabili. Provare che
sp [ fo <400, fo—=f qon [ fudn = [ fau = llfa=fl—0

Suggerimento: Apei={z:|fulzx) — f(x)| > ¢} =
Tl = FT< Jap N = FI+en(X), o(1) —epu(X) < [y, S < o(1) + ep(X)

Esercizio 1. Siano p; > 1, pil +...+L1 = 1<1 Siano fi,..., f; misurabili.

Provare che

(/|f1--~fl|p)% S(/\f1|p1)%...(/|f,|pl)p%

Esercizio 2 . Data f Lebesgue misurabile in R™, t > 0, sia f;(x) = f(tx).
Provare che

() f, & misurabile, G) felr=fierr e [filly=t3fl,



Esercizio 3. Siano f,, € LP(X) tali che sup,, [y |fn|? < +00. Provare che

liminf |f,| € LP, mentre puo accadere che [limsup |f,| = +oo.

Esercizio 4. Sia pu(X) < +4o00. Siano 1 < s < t. Provare che

i) felL' = felL® elinclusione L'CL*® & stretta

(i)  linclusione L' C L¥ efalsase pu(X) = +oc.

Esercizio 5.  Sia f misurabile. Provare che

(i) supysy [fll, < +o0 = feL™

(i) fel'nL* = fel’ Vp>le|fl,—[fll

Esercizio 6.  Sia f, successione limitata in LP(R"), p > 1. Provare che

fom§oqos [IRF = [157 = = fll—0

Convergenza in media, q.0., in misura: cenni di soluzione

Esercizio 6 . Sia [:=[f, A,.:={z:|f.(z)— f(z)| > €}. Intanto

wX)<oo,fp—f qo. = fo—f inmisura = pu(A,) —,0

Quindi [, f —, 0 (assoluta continuitd dellintegrale) e quindi

JIfamd1< [ Sl en(X) <20+ [ f Wnzne Ma [ fu=

n,€

= Ito()= [ fusito)— [ (f-<enX)+ [ f<2au(X) Vnzn,

c
n,e

Esercizi sugli L”: cenni di soluzione

Esercizio 2.  Se E é misurabile, allora ACtE, BCtE® =

1A CE, 13 CE° = u(AUB) = t”u(iAUB) _ t”[u(iA)jLu(iB)] — (A)+u(B)

e quindi tE é misurabile.



Se E ¢ misurabile, xp(tx) = x1p ¢ misurabile e [xp(tx)du(r) = w1 E) =
(3)"u(B) =t7" [ X

Se 0 < f é misurabile e 0 < ¢; < @,y < f, allora
[ 17ttydu(@) =tim [ Gtaydu@) = e [ 77
j
Esercizio 5. (i) Sia  pu({z: |f(x)]>c})>0. Allora

sup( [ [£17)

p>1

B =

> (/{x F@) IfP)e > cp({x: |f(x)| >c})r = Sup(/|f|7?); N

z)|>c} p>1

>climsupp({z:  [f@)|>ch)r=c = p(e: [f@)]=c)=0

p—to0

equindi | fllee < sup,s;(f[f[P)?

D=

se ¢ > supy (/1)
G) p>1 = LUP=LU <

= Ul W IR = Tmsup £l < 1)
Poi, c<||fle = plz: [f@)]>=c})>0 edallora
£y > cplte s 1F@)] = chp = lminf|fl,>c = lminf £, > | fl

Esercizio 6.  Proviamo intanto che dal Lemma di Fatou segue che

o=t g0 [ILl = [l = Tm [ 1fF< [1fF VB misurabile

Infatti

Sl =T [ g =t ifaf = L1501 [ 15P = T [ g < [

Cié implica 'uniforme assoluta continuita degli integrali:
wE) <é = sup/ |ful? <, dE,. con u(E,) < 400 : sup/ |ful? <€
n JE n JE¢

Siamo quindi nelle ipotesi del Teorema di Vitali, e quindi || f,, — f|l, —» 0.
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