AMD5: Tracce delle lezioni- II Settimana

FUNZIONI MISURABILI.  Siano X un insieme , ¥ C P (X) sigma alge-
bra . Una funzione f:X — [—0o0,+00] ¢ misurabile se vale una delle (tra loro
equivalenti) affermazioni

(i) {rzeX: fx)<cleX VeeR (i) {reX: f(z)>ceX VeeR
(i1i)  {f(z) <c}eX VeeR (w) {f(z)>c}ed VeeR

Nota. Se p é misura completa, cioé Ny C N e X u(N)=0=
No €%, allora f misurabile, u({z: g(z) # f(z)}) =0 = ¢ é misurabile.

Esempi. x4, funzione caratteristica di un insieme A,  ovvero
xa(z):=1 VereA xalr):=0 Vre A & misurabile se e solose A € 3.

Sia X = RY e ¥ la classe dei boreliani. Se f é inferiormente/superiormente
semicontinua (cioé f~!((—oo,c]) é chiuso/f~!((—o0,c)) é aperto, per ogni ¢ € R)
allora f é (borel) misurabile.

Proposizione 1. Siano f, g : X — (—00, +00) misurabili.  Allora

(1) tf+sg.t,s€R, fg,  [fT(x) = max{f(x),0}, f(2):=max{—[(z) 0},

|f]  sono misurabili; % ¢ misurabile se pu({f =0}) = 0.
(ii)  f, misurabili = inf, f,(z), sup, fu(x),
liminf,, f,(z), limsup,, f,(x)  sono misurabili

Verifica di (i): La misurabilita di tf, % segue subito dalla definizione. Poi,
f+g  émisurabile perché

{(f+g<c} = Upseq risca{f<rin{g<s}) ex

Infatti, f(z) +g(z) <c¢ = flz) < §+ M = d reqQ:

flow)<r<§+ M. Analogamente, 3ds€Q: g(r)<s< g+ M
(ci6 prova " C”; I'altra inclusione é ovvia).

Si vede poi subito che f misurabile = f? é misurabile, e quindi fg = W

é misurabile, e quindi f* = fx(s>0, 7 = —fxqr<0}, |f| = f*+f sono misurabili
Verifica di (ii):  {z: inf, fu(x) > ¢} = 0 {z: fulx) >ct e X,
{z : sup, flz <c} = n{z: fulx) <c} e X, liminf, f,(z) =
supp[infy>p fi(z)],  limsup, fo(z) = infy[supgs, fr(@)].



Proposizione 2.  Sia f > 0 misurabile.  Allora

fl@) = > = xg (=) Ve e X ove ( induttivamente)
=1

<.

Ey = {x:fx)>1}, E,:= {o: f(x)> Y0} = + L} nen.
Dimostrazione. ~ Posto  g(z):= X; %XEJw proviamo che f =g.
E  f(z)>g(z). Infatti:

x¢ UE;, = g(z)=0= f(z)
n—1
r€ B\ UznpBr = f(z)> -21
J:
=1 xE, (z) T

x € B gk — +oo = f(x)> L5 vk = f(x) 2 % xm(r) = g(@)
J= J

E flz) < g(x). Infatti, g(z) <+o0 =
i — 40 z ¢ B, = f(z) <

FUNZIONI SEMPLICI.  Sia g misura su (X, X) ; ¢ misurabile si dice

semplice se ¢(X) é al pit numerabile. Si ha ( rappresentazione ”canonica”di ¢ ):

gb = Z tX{qS:t} = ZtiXAm Az = {(b = tz} eEX disgiunti, UZAZ =X

te[—o00,400]

INTEGRALE DI UNA FUNZIONE SEMPLICE. Sia ¢ > 0 semplice.
[o = [ odn = S tul{o =) (0% 00 = 0)
Nota. Siano ¢ = X;t;xa, (rappr. can.) B; € X: B;NB; =0 Vi # j. Allora
(i) U;Bj=X = Yitixa =it Xans,, Jx ¢ = Y tin(Ai N By)
(i) [xd=0 & u({p#0}) =0 (diremoche ¢ =0 quasi ovunque (q.0.) )
(iii) p(N) =0 = [oxne= X;tu(E;NNe)=tu(E;) =[¢
Proposizione 3. Siano ¢, ¢ > 0 semplici. Allora
W o<v=fo<[v i) [o+v=[o+ [v, [t6=1[o w=0
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INTEGRALE DI UNA FUNZIONE MISURABILE NON NEGATIVA.
Sia f > 0 misurabile. Definiamo
/f = /deu :zsup{/¢: 0 < ¢ < f, ¢ semplice}
Nota. Per f = ¢ semplice, le Definizioni 2 e 3 coincidono.

Proposizione 4. Siano f < g misurabili e non negative. Allora [ f < [g

Nota. (i) [f=0 = pu{f#0}=0. Infatti: [f=0 ¢6<f =
J¢=0= ¢=0gq.0. DallaProp. 22 J¢; < f, ¢; = f equindi f =0 q.o..

(@)  wuN)=0 = [ fxn=]F. Infatti, [ fxne < [ f
mentre o<f = Jo=[oxn < [ fxne = I f <[ fxne

Teorema di Beppo Levi (o della convergenza monotona)

Siano f,, funzioni misurabili, tali che 0 < f,(z) < fh41(z), Yn € N, Vo . Allora

i [ g [t

Dimostrazione. Posto f(z):=lim, f,(x), proviamo che lim [ f, > [ f,

ovVVvero 0<op<f, ¢ semplice = / ¢ < lim / fn
Posto E:={z: ¢(x) = +oo}, se wu(E)>0, allora lim [ f, = +oco. Infatti,
EM ={zeE: f.(x)>M}cEM,, U, EM = F Y M >0
perché f,(z) < foi(x) Ve,n e fu(x) - +oo Vee E.  Quindi,
[ 1= [ faxmy = Mu(EY) = lim [ fu = Mu(E) M >0

Sia quindi ¢ = Y, t;xg, < f, t; <+oo Vj. Allora, 0 <t <1, p(r)>0 =
lim, f,(z) > tp(z) = Al ={z: fu(z)>te(x)} C AL, e UA =X =

/fn /anAi > t/mt >tZt]u (45, N E)) —>tZt],u vk =

7=1

hm/fnZt/¢ Vt<1:>hm/fn /gb
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Nota. Si pu6 supporre 0 < f,(x) < for1(z), Vn € N, Vo ¢ Z, u(Z) = 0.
Bastera sostituire alle f, le f,xz.

Corollario. Siano f, g, f; funzioni misurabili non negative, t > 0. Allora

@) [r+g9=[r+[g [tr=t[f vez0

@) [Sh=3[1

(i)  Dalla Proposizione 2: Jp; < f, 1; < g successioni crescenti di funzioni
semplici non negative tali che p; — f, 1; — g. Da Beppo Levi, segue che

/f+g=hjm/90j+¢j=1im(/90j+/¢y)=/f+/g
(i) X7 f; — X f; in modo crescente implica
Z/fy‘ Zli}lﬂZ/fj Zli}}l/zfj Z/h};ﬂij Z/ij
1 1 1 1 1

Il Lemma di Fatou. fn = 0 misurabili = lim [f, > [lim f,

Prova: [fu > [infesn fi = lim [f, > lim [ infr fi e, siccome
infz>, fr converge in modo crescente a lim f,, dal Teorema di B. Levi segue
lim [ infgs, fi = [lim f, .

Il teorema di Lebesgue (o della convergenza dominata).

Siano f,, > 0 funzioni misurabili convergenti puntualmente a zero .  Allora

3 ¢ > 0 misurabile : /g <400 e faulx) < g(x) Vn, = /fn —0
X

Prova. Sia h,(z) = g(@) — fu(2). B [ho+ [ fo= [ g < +0. Da Fatou:

/g—m/fnzliimvg—/fn]zm/hnZ/g e cioé OZM/fnSO

Nota. L’ipotesi di ’equidominatezza’ é essenziale.

Ad esempio, Xpni1(z) =0 Ve €R ma [y Xpatyy=1 Vn.



Un altro esempio é dato dai cambiamenti di scala. Se f: RY — R,
sia  fo(x) :=n" f(nx). Siccome [gnvn"xp(nz)dr =nVNLN(LE) = LY(E) 6

1

Jax fo= [~ f.  Seallora, ad esempio, f € Co(RY), siha fn?a:) —0 Vr#£0
ma g~ fo = [r~ -

SOMMABILITA. f misurabile si dice sommabile se [ |f| < oo.

In tal caso Ixf = Jx fr—JIxf".

Proposizione 5. Siano f, g sommabili, t,s € R. Allora

(i) tf+sg ésommabilee [tf+sg=t[f+ s[g

i) f<g, = [f < [g. Inparticolare, |[f] < []|f]

(iii) [|f|=0 < {f#0} ha misuranulla ( f énulla q. o.)

(iv)  p({lf] = +o0}) =0

(v) {|f|#£0}é o—finito, cioé

esistono E; misurabili e di misura finita tali che {|f|# 0} C U;E}
Provadi (i).  (f+9)"=(f+9) = f+9=0U"—-f)+"-9) =

fH+9) "+ +g = (f+9) +f+g" =

Juso +[r+[o = [uro +[r+[s =
[r+g9=[G+or = [+ = [r=[r+[d=[a=[r+]9

Prova di (iii). ¢ indica una funzione semplice: [fl=0 <
S0<p<lfl= [e=0 e 0<e<Ifl= u{e #0} =0) & a({lf] #0} =0
Provadi (iv). I/ 2 S1f] Xypon = nu({lfl2n}) =

p({lfl = +o0}) < u({lf12n}) < — [17] vneN

Provadi (v). {f#0}=Un{I/Z 1} e JIAZTIfx,, , =2edlfl= 1)),
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Definizione.  Se f ¢ sommabile ed E é misurabile, [ f=[Ffxe
E X
Proposizione 6.  Sia f sommabile. Allora
(i) ACB ,A /B misurabii = [ |f] < [ |f]
A B

i [ fzecu{fzch) Ve
{fzc}

(i) (infaf) p(A) < [y [ < (supa f) n(A)

(iv) AjeX AnA;=0Vi£j = [Jya [ =%/4 f
(V) A eX ACA v = Ju [ = Jya [

(Vi) A eX A CAYS = [o f = Jya f

Prova di (iv)-(v)-(vi). A,NA;=0Vi#j = Xoja, =25 Xa, = [ Xuja, =
lm, 355 fx,, e |30 f XAj| < |f| . Dal teorema di Lebesgue,

Analogamente, x, — Xoja;0  Xa; 77 Xoja,s |fXAj| <|fl =

/X_f=/fx,4j—>/fxujAj=/X__f e /X'fz/foﬁ/fxmjAjz/X f

njAj

Assoluta continuita dell’integrale:  Sia f sommabile. Allora

() Ye>0,30>0: p(4) <6 = [If <

(i1) Ve>0, JAc: p(A) < o0 e /A If] < e

Prova. (i) Per assurdo: Jeo > 0, JA; tali che p(A;) < 5 e Ja, 1f] = €o.
Se B i= Ny Upsy A, tisulta p(B) = 0 ¢ f5lfl = lima J,_ o 1f] > e
contraddizione. -

(i) E {If] >0} = VA, A= {IfI 25}, p(An) < oo, [If] = lim [y |f].
Dunque, Snes et a1 2T = T 1 L 1S
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AMS5-II Settimana: Esercizi e complementi
Funzioni misurabili e sommabilita

Una Formula di rappresentazione. Sia f > 0 misurabile in (X, %, p).
Provare che ¢ — p({f >t}) ¢ Riemann integrabile in [0, M] VM >0 e che

Jofdn = [ ur >y ar
X 0
Esercizio 1. Provare che f misurabile = f~!(B) € ¥ VB C R Boreliano.
Esercizio 2. Sia f,, una successione di funzioni misurabili. Provare che I'insieme
{z: Ilim,, . fo(x)} & misurabile.
Funzioni misurabili, sommabili secondo Lebesgue in R".

Teorema di Lusin. Sia A C RY Lebesgue misurabile e di misura finita, f
misurabile. Allora

Ve >0, 3K, C A compatto : LN(A\ K.) <e e f ¢ continua

Nel seguito risulteranno utili i seguenti: Insieme di Cantor, funzione di Cantor

Dato un intervallo chiuso I = [a, b], I'intervallo aperto J := (a + bga, b— I’_T"“) é

“intervallo centrale”, I; = [a,a + %5%], I, = [b— %5%,b] sono i "restanti”. Iterando,

a partire da [y = [0, 1] I'operazione di "selezione” dell’intervallo centrale, si trova

0,1 =0UC, 0= U2, U2 T, C =N, U Iy

ove  Jy;, I,; sono intervalli aperti (risp. chiusi) di lunghezza 3%, per cui
. 2
LN Tg) = (3)" L'Y(C) =0, L'(0)=1
L’insieme C' ¢é ”insieme di Cantor”.
3 27L T
Sia 0=V Y, hal@)= [
1

Da |fui1(z) — fu(2)] < 3= Vz € [0,1]) segue che f, converge uniformemente, dici-

amo ad f.



Tale funzione é detta funzione di Cantor. Ecco alcune delle sue proprieta:
f é non decrescente, f(0)=0,f(1) =1, f=cost.in J,; V n,j
f(O)={%£": k,neN}. Dunque f(O) é numerabilee L'(f(0)) =0
Dunque L'(f(C))=1 (in particolare, C' non é numerabile).
Esercizio 3. Sia g(z) = %(x), x € [0,1], f funzione di Cantor.
Provare che g ha inversa continua e che  L'(g(C)) = 3.

Esercizio 4. Sia f : R — R localmente Lipschtziana. Provare che f trasforma
insiemi di misura (di Lebesgue) nulla in insiemi di misura nulla.

Mostrare con un esempio che le funzioni continue non hanno, in generale, questa
proprieta.

Esercizio 5. Provare la falsita della seguente affermazione

f misurabile £ C R Lebesgue misurabile = f(F) é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Se f € la funzione di Cantor, prendere A C f(C) non misurabile
(perché esiste?)...

Esercizio 6. Provare la falsitd della seguenti affermazioni
(i) f misurabile E C R Lebesgue misurabile = f~!(E) ¢é Lebesgue misurabile.

Suggerimento. Sia f = g~ ', g come nell’esercizio 3 ed E = g~'(A), A C g(C)
non misurabile.

(ii) LY(E)=0 = E ¢ boreliano
(iii) L', ristretta alla o-algebra dei boreliani, é misura completa
Esercizio 7. Siano f, g Lebesgue misurabili in R. Provare che

g1 (B) ¢é boreliano se B é boreliano = g o f ¢ misurabile

e che la implicazione é falsa se g é soltanto misurabile.



Esercizio 8. Provare che ogni funzione monotona di R in se’ é misurabile.
Esercizio 9. Sia B := {xr € R": ||z| < 1}. Calcolare, usando l'esercizio 3

L= lel™xs = el X

e concludere che

I, <+00 & p<n, Jp<+o0o & p>n

Esercizio 10. Sia f Lebesgue sommabile in RV, f;,(z) := f(z — h), h € RN,

Provare che
/RN fr(x)dx = /RN f(z)dz

Suggerimento. Provarlo dapprima per le funzioni semplici..
Esercizio 11. Sia f sommabile in R. Provare che

(i) 2 fx+k)  converge assolutamente quasi per ogni x € R

(i) g:=X>_ f(zr+k) ¢ 1-periodica e sommabile in [a,b] Va <b

k=—o0

Suggerimento. Considerare Y73 [q fixpa), fu(x) = flz+k)

o . . 4 . .
Esercizio 12. Provare che la serie Y729 (cosnz)™ converge quasi per ogni

x € [—m, 7] e diverge in un insieme denso in [—m, 7| .
us
. . 5 4
Suggerimento. Considerare 7% [,2 (cos nx)™ dx
Esercizio 13. Sia n — r, biiezione di N su Q.

Provare che — i < o0 er quasi tutti gli z € R.
Zn on /—\x Tl P q g
S’U,gg€7 imento: Considerare b — A a <b.
fa (Zn on /|x | )

Esercizio 14. Sia f misurabile e limitata in R". Provare che
(i) fa~ |f] < +oo se e solo se 3,020 s LN ({a - | f(x)] > 55}) < +o0

Provare con un controesempio che I'implicazione < & in generale falsa se f non
si assume limitata.



Esercizio 15. Sia f misurabile e limitata in R™. Provare che

(i) SIf] < +oo= X, LN({|f] > n}) <oo

Si pué prescindere dall’ipotesi di limitatezza? E vero il viceversa?

Esercizio 16. Sia f misurabile in R" e nulla fuori di una palla. Provare che
Ja~ |f] < 400 se e solo se 30920 LY ({x : | f(z)] > 2"}) < 400

Provare con un controesempio che I'implicazione < ¢ in generale falsa se f non
si assume a supporto compatto.

Esercizio 17. Sia p misura su X, £ C X misurabile, f : X — R misurabile,
p > 0. Provare che

) pdlfl =t} < HSIfP
(i) [P < oo = u({lfl =t}) = o(3)

Provare con un esempio che u({|f| > ¢}) = o(3) non implica [ |f|P < oo.

Suggerimento. Considerare f(x) = m X(0,1)-

Esercizio 18. Siano f, misurabili, 0 < f,.i(x) < f.(x) per ogni n e q.0. .
Provare che dn: [fu<4oo = [fo— [limf,
e che 'ipotesi dn: [ f. <+ é essenziale.

Esercizio 19.  Provare che  f,(z) — f(z) Vo = [|f| <sup[|fal

Esercizio 20. Sia p la misura che conta su un certo insieme X. Provare che

G) [ fldn = swp{3|f(@)]: ACX, A fiito}

acA

(17) / Ifldu <400 = {xz: f(x)#0} ¢ al pid numerabile
X

Esercizio 21. Provare che se Y f,(x) converge quasi per ogni x ed esiste g
sommabile tale che | Y7 fj(x)| < g(x) quasi per ogni x, allora Y f,, ¢ sommabile e
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CENNI DI SOLUZIONE

Prova della Formula di rappresentazione . Sia o = X0 tixg, 0<
th <ty...<t,. Allora

{7 0(x) >t} = U 50 Fj e quindi p({e > t})dt =

o—g

=t1 > u(E;) + (t2 — t1) z”: (=t p(Ey) = zn:th(Ej) = /80

Poi, se ¢, — f,  ¢©n < i1 < f, é{f >t} = U,{p, > t} unione crescente, e
quindi p({@, > t}) — w({f > t}) e quindi, per Beppo Levi,

[ fdn=1im [ pndys = tim 7#({% > t})dt = 7u({f > t))dt

Esercizio 1  Osservare che la preimmagine di un aperto é misurabile (ogni
aperto in R é unione numerabile di intervalli aperti). Provare quindi che {A C R :
f7Y(A) € 3} é sigma algebra.

Esercizio 2 {x: 3lim, f,(z)} = {z : lim,, f,(7) = lim,, f,(x)}

Dimostrazione del Teorema di Lusin. Dato 5 € N, siano ]w intervalli
disgiunti di lunghezza ; 1 tali che U;I;; = R. EA=uy, Aigy Ay = AN L) (AN
Ay =0sei#1) .

Siano Kj; C A;; compatti tali che LV (A \ Kf;) < 5557 (KN K =0sei#1!).
Siano g; = ay; € I;; in K. Le g; sono continue su Ui, KF; Vn Poi

LN(A\ UL KS) — LY(A\ U KS) < =3 n;: LV(A\UZKS) <

€
= 9j+1 2
Posto allora K¢ := N; U2, K, é |g;(z) — f(z)] < % Vo € K€ e quindi f é continua

su K. Infine LNV(A\ K) <>, LV (A\ U?ilej) < 2e.

Esercizio 3 {z+f(z): v € Jo;} = Jn;+cny  se  f=cyjsuJ,. Dunque

on—1 00
1 2 1 1
LY( N (E)"== equindi L'(g(0)) ==

Esercizio 4 |f(x) — f(y)| < L|x—y| = I(f(I)) < LI(I) VI intervallo .
Poi, se f é la funzione di Cantor, L'(f(C)) = 1.
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Esercizi 5-6-7 Sia g come nell’ esercizio 3. Sia A C ¢(C') non misurabile
(tale A esiste perché g(C') ha misura positival), e sia ~ E =g '(A).  Siha:

5 FE C C ha misura nulla ed é quindi misurabile, mentre g(£) = A non é
misurabile.

6-(i) Se h:=g ' h"}(E) = g(F) = A non é misurabile.

6-(ii) Sia E come in 6-(i). Se E fosse boreliano, A = g(F) = h™!(F) = sarebbe
misurabile.

6-(iii) Sia L'(F) = 0 con E non boreliano. Sappiamo che esiste un boreliano di
misura nulla che contiene E. Siccome E non é boreliano, L non é completa.

7 11 controesempio é : xgoh = xp-1(g) = xa (h come in 8-9). L’affermazione é
ovvia: {g > ¢} boreliano = f~'({g > ¢}) misurabile.

Esercizio 9 L"({z € B: = > t}) = vol(B)t » se t > 1 e vale vol(B) se

[
t<1: p<n=I,=vol(B [1+f1w%] =vol(B);%, p=n=1I,=+oc.
Calcoli analoghi per J,,.
Esercizio 11 Per Beppo Levi e numerabile additivita dell’integrale

+oo [H0
[ S+ Bl

Dunque 3% | f(z+k)| < 400 per quasi ogni x € [0,1]. Siccome }* | f(z+n+k)| =
ST\ f(r+ k)| Vn € Zéinfatti 72| f(x + k)| < +o00 per quasi ogni x € R e
tale funzione é per 'appunto 1-periodica.

Infine [y | 27 f(x+k)|dr < [g |f| < +0o e quindi, per periodicitd, g é somma-
bile su ogni intervallo limitato.

400 400 L 00
do=3 [ 1fblde =3 [ 1 = [T < o

Esercizio 12 Effettuando un cambio di variabile ed utilizzando la periodicita
del coseno, troviamo

™ 4 1 nZ ™

/E(COS nx)" dr = —/ i(cos " dt = /i(cos 6" dt
0 n Jo 0
Siccome fog(cos t)rdt = O(ﬁ), vediamo che fog (cost)™ dt = O(-%) e quindi, per
Beppo Levi
5[ " X [ "
/ [Z(COS nx)" ] dx = Z/ (cosnx)" dr < 400
o | = Jo

s

Dunque 37%(cos nx)"4 < 400 quasi per ogni x € [0, 7] ed infatti, per periodicita,
quasi per ogni x.

Infine la serie diverge in ogni z = 2’;“, k,l € N.
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Esercizio 13. ™, m) <8 fM 4= 16vVM =

Jdr < o0

Z/M B AT B S A
e IO 3Y By vy
n =M N, | — 1, —M =M on | —
1
= ——— < 40 q.0.x
n 2™\ /|z — 1y
Esercizio 14  Sia g(t) = LN({|f| > t}), cosicché g é monotona decrescente e

0 Jin- [ = 5 [P0 [To ook < [P < ok

n=1" 27 P

Dunque [ [f] = 232 1f2” T 9> 5500 9(5w) g mentre [P <g()llflle =
T < g flloe + 2081 9(50)5n < maz{L, || flloc} 020 9(zm) 30

z) z € R.

ControesempiO' f( ) = lX(o,1)(
E >on>0 3w s L{f > on =) = > n>0 2% < 400  ma l'integrale diverge.

(i)  SIfl = [°9 = Xus19(n) e quindi Uipotesi di limitatezza non entra. 11
viceversa é in generale falso: se |f(z)| <1 Vx la serie converge (serie di zeri!) ma,
in generale, [ |f| =

Esercizio 15 Come sopra,

2n+1

/|f| /9+Z/ g>9(1)+ = 22" 2"2;20: (27)

indipendentemente dal fatto che f sia a supporto comptto. Viceversa, se f = 0
fuori della palla B,., allora LY({|f] > 0}) < wol(B,) e quindi g < vol(B,) e quindi

JIfl= f09+z ozn QSUOZ( F) + Xt 2g(27).

Controesempio. f(z) = %X[Q,Jroo) (x): la serie é una serie di zeri, ma l'integrale
diverge.

Esercizio 16

i gd p p - p_lo
i) [ Pzl z ) > A= < 5 [ = o)

[f1=t}
perché  [i 5y [P —toto0 J{ipi=toy [fI = 0se [[f]P < +oo.
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