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IL LEMMA DI RICOPRIMENTO DI VITALI
ed

IL TEOREMA DI DIFFERENZIAZIONE DI
LEBESGUE-BESICOVITCH

Ricoprimento di Vitali. Sia A c RV, Sia VY famiglia di palle
chiuse. V  si dice ricoprimento fino (o di Vitali di ) A se

Vee A, 3B.(z) €V e inf{r >0: B.(z) e V} =0

ESEMPIO. Sia A aperto. Fissato r > 0, I'insieme delle palle chiuse contenute
in A e di raggio minore di r é ricoprimento di Vitali di A.

Lemma di Vitali. Sia ACRV, Q aperto di misura finita.
Sia V' ricoprimento di Vitali di A.  Allora 3B; €V jeN tali che

B;CQ Vi, BNB =0 Vi#tj e LY(A\U;B;) = 0

ESEMPIO.  Sia Q aperto, ¢ > 0. Allora esiste una famiglia numerabile di
palle chiuse B; C § disgiunte di raggio minore di § e tali che LY (Q\ U;B;) = 0

Prova. Nel seguito indicheremo con B,.(r) una palla in V di raggio r
e centro z e con r = r(B) il raggio di un generico elemento B di V.
Indichiamo §; := Q. Posto

0 :==sup{r(B): B C 4, }, sia BiCcQ @ ri=r(B) > 521
Posiamo supporre (se no la dimostrazione é finita) che 3z € A\ By e quindi
dB(z)eV: BCQ:=Q\ B. Posto

dy :=sup{r(B) : B C Q} < sia By CQy 1 ryi=1r(By) > —
Ovviamente By N By = (). Possiamo supporre, come sopra, che idB e V:

B C Q3:=Qy\ By, e, iterando, si trova (salvo terminare la dimostrazione in un
numero finito di passi) che



VneN, 3B, €V By € Qi = Q\ By =\ (U B;) con

5n—i—l
2 Y

Notiamo che, siccome le palle B, sono disgiunte, allora

Tnt1 := 7(Bny1) > Opi1 :=sup{r(B) : B C Q,11} <4,

CNZM}J:[ = LN(Uan) < LN(Ql) < 4 = r,—,0 = 6, —,0.
Cié comporta che ogni palla B  deve intersecare qualche By, perché

BN [Uzlek] =0 = BC Qn+1 = ’I“(B) < 5n+1
A sua volta ci6 comporta che, indicata con B, la palla concentrica a B,, e di raggio
r(B,) = br,, allora
(%) reA, v¢U B = Jk>n: z € By,

Infatti, z€A, z¢U)-/B; = 3B(x)eV, B(z)CQ,=Q\U}ZB; con
B(x) palla centrata in x di raggio, diciamo, r(x). D’accordo con quanto sopra
osservato, esiste un primo indice k >n tale che B(z)N By # 0.

Dunque B(z) C Q. = Q\U?;%Bj e quindi r(z) < o < 21y,

Siccome  B(xz) N By, # 0, concludiamo che B(z) ¢ contenuta nella palla che ha
lo stesso centro di By e raggio 5Hrg, cioé appunto  By. Da (x) segue che

A\ (UpB,) C UpsnBr  Vn. Ma LN (Upsn Bi) < en5™ S, 0
k=n

e quindi LY (AN (UpBn) < endV D r —,0

k=n

NOTA. Nel Lemma di Vitali la conclusione continua a valere, ovviamente, an-
che se si sostituisce LY con una misura di Radon j assolutamente continua rispetto
a LY. Si pué in effetti dimostrare che vale, molto pit in generale, per qualsiasi
misura di Borel regolare.

Lemma 1. Sia0< f e L'(RY). Posto

Plw) = tmsw —s [ 1) dy

r—0
Br(x)

si ha
fy)dy > cLN({f*>c}) Ve >0
{ft>c}



NOTA. (i) Se f é anche continua, dal teorema della media segue che f* = f ed il
lemma si riduce alla diseguaglianza di Chebicheff.

(i) Sia  ¢w=mExs, = wP(E) = mam X5 (E) = mrem X8, (1)
E volBT f f< ) = TNvolB1 f f( )XBr (y) dy =
valolBl ‘{V f(y>XBr (CL’ - y) dy - (f * 907‘)(‘/17) Dunque
R
fﬁ@) = limsup f * ¢, ¢ misurabile e
r—0
1 : RN
——— [y = fre—of i LY(RY)
vol B, (x)
By ()
Prova. Scriviamo A.:= {z: f¥x)>c}. TFissato0<e<ce,
1
T3 B”‘j (a:)
Dunque, V:={B,(x) : z € A, m [ fly) > c—¢€} é un
" Br(x)
ricoprimento fino di A.. Fissato R >0, Q aperto limitato contenente

AR :={re A.: |z| <R}, dal Lemma di Vitali otteniamo

dB; €V, B; C Q palle chiuse disgiunte tali che LY (Af \ Uij> =0 e quindi

LN(AR) < IV ((AF\ U;B)) U )<sz 0_62/

e quindi
(%) LN(AMY (c—¢) < inf{/f :Q aperto, AfcCQ} = /f Ve >0
Q R
Infine, sia  R; < Rj41 — 400 percui A, := {x: fix) > c} = UjAﬁj,

unione crescente. Da (%), ovvero

LN(ABye < [ f, e LN(AD) —; LN(A,)
AR

O my—

=i Af f, segue la tesi.

A

Il Lemma 1 ha la seguente (ovvia ma importante) estensione:



Lemma 2. Sia v misura di Radon, cioé v é boreliana, finita sui compatti e

v(A) =inf{r(Q): A CQ, Q aperto}

v(E) =sup{rv(K): K C A, K compatto} VE  boreliano
Allora, AC A, = {z: limsup vyogfé(ﬁg) >ct = v(A) >cLN(A)
r—0 "

Prova. Fissato 0 < e < c,
v(By, (z))

eA. = Ir;—0: —1—— >c—
! BT (B, @) T
Dunque, V:i={B,(x): x€A, U’;ng’“(fx);) >c—€} é un ricoprimento

di Vitali di A. Fissato R > 0, () aperto limitato contenente AT := AN Bp,
dal Lemma di Vitali otteniamo

dB; € ¥V palle chiuse disgiunte e tali che LV (AR \ Uij) =0 e quindi

LN(AR) < LN ((AR\U;B)) U; B)) < > wol(By) <

e quindi

LN(A®) (c—€) < inf{r(Q):Q aperto, AR CQ} = v(A") Ve>0, VR>0

Corollario 1.  Sia v misura di Radon singolare rispetto a LY. Allora
v(Br())
———— —r—00 q.o.
LY(B,()

Infatti, sia LV(Z) = 0 = v(Z¢). Allora, per ogni ¢ > 0, si ha

LN({xZ lir?jélmeC} = LN<{$€ZC: lir?jélpm

Vv

c} <

1  u(BW)
< - Z°: 1 _— > =
- Cu({x < HqI«ljélp vol B,(x) — ch)=0

NOTA. Come nel Lemma di Vitali, il Lemma 2 e il Corollario 1 continuano a valere
se a LV si sostituisce una qualsiasi misura di Radon.
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Sia  fe L, (RY). Allora

vol(lBT) / |f(@) = fW)ldy —r—00  qo. x

By ()

In particolare, m B{) fy)dy —,—o f(2) q.o. x

NOTA. Se f é continua, la conclusione é vera per ogni x:

W AK0)EB): /|f D)ldy = (€)= f@)] =0 f(@)

Prova. Possiamo supporre, sostituendo f con f xp, , che sia f € L}(R"Y). Posto

L(x) := limsup l B / |f(z v)| dy] si tratta di provare che
r—0
L"{z: L) >a}) =0 Va>0. Fissata ¢ € C°(RY)
si ha L(z) < limsup | - lB (If (= Yl +lely) = fW)]) dy| <
< Jf(x) — @) + (f — p)H(z). Fissato «a >0 siha quindi

{e: L) > a} C {o: |f@)-p@] =5} U fo:  (f-9)@) 2 3)

e quindi, per il Lemma 1, IN{z: L(z) > a}) <
< V(e @) -p@)| 23D+ (e (F-@)@) 2 3)
4
<2 [ e+ [ e <o 14l e quind
|f—pl>2 {(f—p)t > <} RN



Corollario 2.  Sia f € L}, (R). Allora

ja: /f(t) dt = f(x) qo. x

Prova. Applicando L-B, otteniamo quasi per ogni x,
xT+r x+r xT+r
|—/f dt — f(z |—/f dt—f/f ) dt| <
/m+r| )| i
H
= 3]

NOTA. 11 Corollario 1 vale anche con p misura di Radon al posto di L.

Corollario 3. Sia g misura boreliana finita in RY, = fge + pts  de-
composizione di Lebesgue di p rispetto alla misura di lebesgue LY. Allora

dp dp (B (7))
— = ——(2) = lim ———%~
ap T gy W)

esiste LY-quasi ovunque, ¢ L"-sommabile e

dp N
tac(E) = AN dL

Infatti, per Radon-Nikodym, esiste  f € LY(RY) taleche  jio(E) = [5 fdLY
e, per Lebesgue-Besicovitch ed il Corollario 2,

WBr(x) _ Jpw [+ #s(Br@))
vol(B,) vol(B,)

Funzione di distribuzione di una misura di Radon in R.

Se p é misura di Radon in R, tale che pu((—o00,x)) < 400 V, resta definita
la funzione di distribuzione di y :

Fulw) = pl((=00,2)) = [ dp

Se, ad esempio, puys(E) = [ fdx, f >0 Lebesgue integrabile, allora F), non ¢é altro
B

che la funzione integrale di f, F(z):= f f(t)dt



Si ha che F, é derivabile L'-quasi ovunque e dd%(:c) = Z—g g.o.x. Infatti, dal
Corollario 3:

d [d
w(E) = /ﬁdw—i—us(E) VE boreliano, e quindi  F,(z) = / d—?dt—l—us((—oo,x))
E —00

Si tratta quindi di mostrare che la funzione di distribuzione di una misura singolare
(rispetto alla misura di Lebesgue) ha derivata nulla q.o.. Cié6 segue dal Corollario 1:

ps (L2 — |tz + [t[])
2]t

| (00, 4 1)) — pu((—00, )] | < 2 00

Possiamo quindi scrivere: F,(z) = / Fi(t)dt + ps((—o0,z))

Corollario: le funzioni monotone sono derivabili quasi ovunque.

Se F' é non decrescente, inferiormente limitata e lim F(x) = F(zy) per ogni x,

T—oTy

allora esiste una misura di Borel pp tale che F(x) := up((—o0,z)) Va e quindi
F & derivabile q.o. e F(z) = F(—o0) + / F'(t)dt + (up)s((—o00, )

Sostituendo F' con F(x) — F(—o00), possiamo supporre che F(—oo) = 0. Sia
pr(A) ;= inf {j; [F(b) = Fla;)]: A C Uj [a;, b5) }.

E facile vedere che pp é misura metrica e quindi Boreliana ed infatti di Radon
(u si chiama misura di Lebesgue-Stieltijes generata da F'). Inoltre , chiaramente,
p([a, b)) = F(b) — F(a) e quindi p((—oo,x)) = F(z) Ve € R e cid, per
quanto visto, prova quanto asserito: ‘jl—l;(m) = %‘—f.

Notiamo infine che  u({b}) = [tll)rg}r F(t)]—F(b) ¢ in b, il 'salto’ di F.

NOTA. La formula di Torricelli-Newton per F' monotona ( con F(—oo0) = 0):

F(z)= [ F'(t)dt & (ur)s =0 = pr é assolutamente continua.

Ad esempio, la funzione di Cantor f ( che é continua e non decrescente ), é
derivabile q.0. con derivata nulla nel complementare dell’insieme di Cantor (ove é
localmente costante), ma non é l'integrale della sua derivata:  f(x) # [y f' = 0!

In effetti, la validita della formula di Torricelli-Newton per F' comporta una spe-
ciale proprieta di F" I deve essere assolutamente continua...e viceversa.



Funzioni BV (a variazione limitata), AC ( assolutamente continue)
e la formula di Torricelli-Newton.

Sia. FF: R — R. Dati I]:(aj,bj),jzl,,p, [@ﬂ[JZQVZ%],

scriveremo wl[F,{a;j,b;}] == Ap |F(bj) — F(a;)|.

F6ACin[ab se VYe>0, 30>0: Y(b—a;)<d = w[F {a;b}] <e
j=1

FéBVin [a,b] se  VIF):=sup{w[F, {a;,b;}] : (a;,b;) Cla,b]} < +o0

Esempi: 1) se f € L'(R) allora F(x)= [ f(t)dt &AC.
9) F(z) = pl(—o0,z) = | F()dt + py((—00,2)) éBV.EAC & pu,=0.
1) E I assoluta continuitd dell'integrale. 2) F nondecrescente = V2(F) =

F(b)—F(a). Poi, A C U (aj,b;), 5 (bj—a;) <6 = p(A) < ngu([aj,bj))

=1

.

< jijl[ p((—=00,b5) — p((—o0,a;)] < ng [ F(bj) — Flaj) ] < e Dunque
LMA) =0 = pu(A) =0 = u,=0.

Lemma.

(i) VZ(F) énon decrescente e r<y = VIF)=VIF)+VIF)
(i) G(x):=VHF)— F(z) é non decrescente

(ii) FéACin [a,b) = FéBVin[a,b] e VF(F) é AC.

La (i) si verifica facilmente. La (ii) seguedaz <y = |F(z)—F(y)| < VY(F).
(iii): FéAC = 36: VI(F) <1 Va € [a,b—d]. Ci6 implica che F' é BV.

Proposizione. Se F'é BV in [a,b], allora F' é derivabile q.0. in [a, b].
Inoltre, vale (T-N), cioé F(x) = F(a)+/ F'(t)dt  seesolose F éAC

Estendiamo F' : F(x) = F(a) Vx < a, F(x) = F(b) Yx > b. Dal Lemma
segue che F =VZ*(F)—[VF(F)—F] édifferenza di due funzioni monotone limitate
e quindi é derivabile q.o. Se poi F' é AC, allora F' = F} — F, con F; nondecrescenti
e AC: (T-N) vale per le F; e quindi vale anche per F'.



