AMS5 2005/06 : I ESONERO

TEMA 1

Introdurre la misura di Lebesgue in RY e mostrare che é boreliana.

Nel seguito, X ¢é un insieme, ¥ C P(X) é o-algebra, p: % — [0,400] é misura.
TEMA 2.

[llustrare con controesempi e Teoremi il problema:

fo€ NXS0) fumf p—go. = [fodu— [Fdp 7
X X

TEMA 3.

Sia p € (1,400).  Provare che sup,, [ |ful? < 400 =

Elf S LP(X7 E7M)7 Elnk — T00 ! fnk —k f in L?

TEMA 4.

Sia [ funzionale lineare e continuo su ~ L>®(X, %, u) tale che

feLr> f>0 = If)>0 Provare che :
dge L', g>0 pgo.: taleche I(f)= /f gduy Vfel* &
X

fo—="0 = Il(f,) —0



Esercizio 1.

Sia u(X) < 400, 1<p<+oo. Provare che

i) p<r = L CLP, (i) L"édensoin LP

Dedurre che

(k) foelLlP, f,—0 in LY = f,—=0 in L* Vs<p

(kk) sup, || fallo < +00, [x fng—0 Vgel? = [¢f.g—0 VgelL!

Esercizio 2.

Sia f,(x) =sin(nz), x€[0,7].  Stabilire

(i)  per quali p > 1risulta f, =, 0 in  LP([0,])

(i) se f, converge (o ha estratte convergenti ) in misura.

(ili) se f, converge (o ha estratte convergenti ) quasi ovunque.

Esercizio 3.

(i) Sia f,eLP, p>1 taleche sup,|full, < +oo.

Provare che fn — f quasi ovunque = f,—, f in LP.
(i) Sia fo(z)=ze ™, fulz):=nf(nz), zecR.

Stabilire per quali  p>1 risulta

a) sup, [ |fu(2)|P dz < +o0, b) f.—n0 in LP(R).
R



SOLUZIONI

Esercizio 1.
(i)  Segue da Holder con esponenti =,

/X " =< (/X |fIPedp)* (/X dp)'

Dal Lemma di rappresentazione per f e B. Levi:

() VreX, /Xf:Z‘;M(EJ)

(i)  Sia f > 0 misurabile.
=1

dE; e X Z -
j=1 1J

Se fe L', ,allora pu(E;)<+o0 Vj equindi

g €ELT Wr>1

e, per convergenza dominata, < Jx(f —¥n)? —, 0. Data infine f € LP, basta

scrivere  f = ft— f~.

+o=1 T+l =

SR

(k) 1<s<p<+oo,

qg<r<+o00 e »cL?, L clLf Quindi

£ e L, /ang—>0 Vgel! = f,el’e /ang—>0 Vge L

(kk) Data ge L' ed e>0 ,sia g. € LP tale che ||g—g|l <e.  Allora

timsup| [ fugl <1 [ fugd + [ 1l lg=ad 1 [ fugd + Ifalle llg = gl
n X X X X

= 1imsup|/X fngl <e sup ||falloo

Esercizio 2.  Intanto, \/g sin(nz) ¢é sistema ortonormale in L?([0, 7)) :

sin?(nz) dr = g, n#m = / sin(nz) sin(mz) de =
0

St~

e / cos(n —m)x — cos(n + m)x dr = 0

] einx _ e—inm etme
J 21 21 2

0



(i)  Dalla diseguaglianza di Bessel

™

> |f sin(nx) f(x) dz|*> < [ |f(x)]* dz Vf € L*([0,7]) segue che
0

=]

/sin(nm) f(z) dv —, 0 VfeL*[0,7]) ecioé¢ f,—,0 in L*[0,7])
0
e quindi (vedi Esercizio 1)
/ sin(nz) f(z) de —n 0 Yfe LY0,7))

0

(ii) Intanto, se f, — f in misura, necessariamente f = 0 quasi ovunque,
perché f, converge debolmente a zero in LP se p > 1 (vedi 'esercizio 3). Poi,

) t
se Eo={te[0,a]:|sint|>e), z=L"""  teE = |sin(nz)| =|sint|>e
n
e quindi Uy YH(E.+jm) C {z e [0,7] : |[sin(nz) > €} e quindi
{z €[0,7]: |sin(nz)| > €}  ha misura (almeno) pari a quella di E. qualunque

sia n, e quindi f, (e neppure alcuna sottosuccessione) converge in misura.

(iii)  Non c¢’é convergenza quasi ovunque, perché cié comporterebbe conver-
genza in misura.

Esercizio 3. (i) Intanto,

liminf [x |ful? 2 [x |f[P, e quindi  sup, [|fn — f]l, < +oo. Quindi,
g 1

pex, gert o = | [(h=Dol <=1l ([ lol) <

se  u(E)<d. equindi [(fn—f)g —n 0 peril Teorema di Vitali.

(ii)) Chiaramente f,(z) —, 0 Vz € R. Poi,
/ | fulPdz = / n? |z|P e P dg = np_l/ It e dt
R R R

equindi  |foll, = 400 se p>1 e |fulli=JfaltleTdt se p=1.
Infine, se p=1 e g(x) = o Jo fol@) g(z) dz = [gn?|z| e ™" do =
Jgltle®dt  equindi f, non tende debolmente a zero in L.

Dunque f, non ha limite debole per alcun p > 1.



