AM2: Tracce delle lezioni-V settimana

SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO
1. Definizione zn € C converge a z (2, —n2) < |z, —2| —n 0.
Siccome |z, — z|* = |Rez, — Rez|* + |Imz, — Imz|*,  si ha che:

Zn —n 2 & Rez, —, Rez e Imz, —, Imz
Zn —nz & VYe>0,In.: n,m>n. = |z,—zn| <e (Cauchy)
.. 00 N
2. Definizione > z, converge sse Sy := > z, converge.
1

n=1 =
>nzn  sidice assolutamente convergente se Y. |z,| < 400.

N+p
(Cauchy) X, z, converge < Ve>0,3IN.: | X z,/<e VN>N, Vp.
n=N
In particolare, Solza] <400 = X, 2, converge ein particolare,
lmsup, |z|" <1 = ¥, || <400 = Yz, converge. Siha cost

3. Cauchy-Hadamard Sia a, € C, r:=limsup, |a,|"% . Allora

(e e} [ee])
z€C, |zl<r = > |a.2"| < +oo 2| >r = > |a.2"| = +oo

r:= raggio di convergenza, D, :={z: |z| < r}:= disco di convergenza .

1

o0 [e.°]
ESEMPIL. > 2" convergein |2 <1 e X 2" = .
n=0 n=0
o0 Zn
exp z = — converge Vze C
n!
n=0

4. Definizione OccC é aperto, se 20€ 0,2z, = n 20 = 2,€0
definitivamente (ovvero 20 € O =  3D,.(z) :={2€ C: |z—2z| <71} CO).

5. Funzioni complesse di variabile complessa. Sia f: 0 — C.
f écontinuain zp€ O < Ve>030>0: |z—2|<d=|f(2)— f(z0)] <€

f éderivabile in zp € O  con derivata f(20) &

M — f(z)] <€

Ve>03 >0 |[z—2|<d = |
zZ— 20



f é derivabile in zy = f é continua in zj.

Anche qui, come nel caso reale:
somma di una serie di potenze avente

6. Esempio Sia f(z) := E 2"
raggio di convergenza  r > 0. Allora feC>(D,).
Proviamo che f;—,’f(z) = ioj ("Jrk) anik?*® Vz € D,. Come nel caso reale,
k=0
basta provare la formula per n = 1. Siano 2z, zo € D,, p <. E
f(Z) n—1
| PR, Z nan 2y 0|
Ora, [2" | = [(z—20) (2" V42027 24+ . 4+ 20 224207 < |z—20|np" ™t =
2" — 2 -1 -1 n—2 n—2 n—2
| —nzy | = 2" + 202" =T+ T2 20)] <
Z— 20
S R T E el I P S ) Kl R
_ . e nn—1 -
< Jomol [ = 1) + (0= 2lalg™ + .+ ) 2} <MD
-1 < _ 1) 7’7,—2
| < |z — 2| Z an] —2z 0
perché p<r= § |y, @ P < +oo0.
n=2
7. exp (z4+w) = expz + expw Vz,w e C. Segue da

8. Lemma (Prodotto secondo Cauchy). § |2| + § lw,| < 400 =
n=0 n=0

i( Z Ziwg) = i} an

o
Yo D Huwk| < 4oo,
n=0 j+k=n n=0 j4+k=n
n 0
Infatti, exp(ztw) = 3 T = ¥ (5 ¥ gpdut) =
n=0 n! n=0 i hen J k!
e’} wk

00 Zj wk 00 Zj
( <o) = O ) 7
L T TSP
(exp z)? = exp (pz) Vp € N,
1
er, (exp(%))p = e. Dunque exp(}%) = e? e quindi exp(£)
x —expx, x € R é prolungamento continuo di r — e",7r € Q

z€ C  expp =
1

In particolare,
- 1
= (exp )



9. Formule di Eulero exp (£it) = cost £ isint VteR

exp(it) — exp(—it) cost — exp(it) + exp(—it)

3 VteR
27 2

sint =

- e X n2n N
Da exp(it) = segue  Re(expit) = > (—1)"74—= = cost, Im(expit) =
' 0

[
= o\
n 20+l

§(—1) @i = sint. In particolare, exp(2kmi) = 1 Yk € Z, cioé
n=0 ’

t —exp (it) teR ¢é 2m-periodica.
Infine, da 7., exp (x +iy) = expx exp (iy) = e”(cost+isint). In particolare,
exp (z + 2mi) = exp z, Vz.

10. (i) exp(—z) = (expz)™! (1i) eXpz = exp Z

(7ii) |exp (it)) = 1 VteR e |z|=1 = J!lte(—mmn]: z = exp(it)

) —_ = ]_ 17 VA = 1 = 1 Zn ==
(1) expz exp (—z2) (17) exp Z Jm nZO Jm nZO exp Z

(i31) |exp (it)]* = exp (it) exp (it) = exp (it) exp (—it) = 1. Poi,

z = x+ 1y, —|—y:1:>E|!t€[0,7r]:x:costey:sint se
y >0, z=cos(— t),y: n(—t) se y < 0.
11. Funzioni circolari ed iperboliche sui complessi

0o 2n 00 2n+1

cosz = nz::o(—l)”(;nﬂ, sinz = ;::O(—l)”m Vze C
1 o, gt
sinh z := §(expz —exp(—z)) = n;m Vze C
coshz := 1(expz +exp(—z)) = i o Vze C
2 = (2n)!
12. (1) exp(iz) = cosz + isinz, exp (—iz) = cosz — isinz

exp(iz) + exp (—iz) — coshir sins = 2P (iz) —exp (—iz) _ sinh(iz)

1) cosz = _ ,
(&) 2 24 1
Da (ii) segue: sinz,cosz sono funzioni 2m-periodiche mentre sinh z,cosh z sono
2mi-periodiche. Inoltre, sin?z + cos?z =1, cosh?z — sinh?z =1



13. Definizione di argz, logz, 2€C

Dato z € C, argz (argomento di z) ¢é l'unico reale in (—m,n]| tale che
z = |z| exp (iargz)
Notiamo che, per periodicitd, z = |z| exp (i(argz + 2k7)) Vk € Z. Scriveremo
Argz = {arg z +2kw, ke Z}

Ora,dato weC, w #0

expz = w < exp(Rez) exp(ilmz) = |w| exp(i arg w) <
exp Rez = |w| e Imz — argw €2nZ cioé
expz = w & z € {loglw|+ i Argw}
Porremo Logw = {log|w|+ i Argw} VYweC, w#0
La funzione logw := log|w|+ i arg w si chiama valore principale del logaritmo.

Esempi. Logx = logx + 2kmi, Yo >0, Logx = log|z| + (2k+1)mi, Va <O0.
log (—1) =mi, logi = Zi, Log (1—1i) = logv2 + (2k — )i

Esercizi. Log (zw) = Logz 4+ Logw ove, per ABCC, A+ B :=
{a+b: a€ A, be B}. Infatti Arg (zw) = Argz + Argw.
Log (—z) = Logz + i Yz #£0.
Trovare lerrore in 22 = (—2)? = Log (2)> = Log (—2)* =

Logz+ Logz = Log(—z)+Log(—z) = 2Logz = 2Log(—z) = Logz = Log(—z).

14. Potenze in C Sew,z € C,w #0

w?® = exp (z Logw) = exp {z [log|w| + i(argw + 2km)]} kel
Esempi. Sia z =n € N; w" = exp {n [log|w| + i(largw + 2km)]} =
exp {n log |w|} exp{ni(argw + 2k7)} = |w|" [exp { i(argw + 2km)}]" =wx...X
w (n volte).
Sez=+, neN, av = {|a|n exp i LLet®Tp— 0, ... ,n—1} (le n
radici complesse di a). Se z ¢ Q, a® ¢ un insieme infinito. In
particolare, e* = expz seesolose z € Z.



APPENDICE

A1l: Prova di 8. Siano SN = Y. Zn,

N

pyv =D (> zjwg) = zowot(zowi+z1wo)+. . A (Zown+z1WN_1+. . A 2N 1w+ 2N W)
n=0 j+k=n

= zo(wotwi+. . .+wy)+21 (wo+. . .+wy_1)+. .. +2ywp. Dunque

lsyon — pN| =
|z0(wo+. . .+wn)+z1(wo+. . . Awy)+. . .+zy_1(wot. . .+wn)+2n(wot. . .+wy)

(20 (wo+wy+ ... +wn)+ 21 (Wo+ ... +wy_1) + ...+ z2y_1(wo+w1) + 2y wo]| =

|21 wy + z2(wn_1 Fwn)+ . a1 (we+ .o wy) F+oay (g + . Fwy)| <

n

N J
Z |ZJ‘ ‘ZwN j+’L + Z ‘Z]| |ZwN—j+i| <
j=1 j=n+1 =1
n o0 [oe) N
pNER S wl [+ D 5] DD |wi n = [5] Da
=1 k=N—_n+1 j>n+1 k=1
> W] —=Nogo0 0, X |2 =Nog O, Ej‘zj‘ < +o00, X |wg| < o0
k=N-[3]+1 iz[7]+1 h=
segue  |syon — PN| —@N-100 0 e quindi lij{fnpN = lij{fnsN oN.
ESERCIZIO. e = > L = lim (1+21) B
n=0"" n—-+00 n
1\n _ nl 1 L . . (n—k)l(n—k—1)..n
(I4+)" = kZ::O k)i nk < kZ::OH perché T = e < 1
. 1. &1
e quindi limsup(l+ =)" <) -
n n—=0 n.

no
Viceversa, n >ng = (1+%)n >3 k'(n! 1L

i = liminf n(14+3)" > g% & Vng
k k=0 "
perché #’_k), =1-Ha-2) ... 1-5)—, 1 Quindi
1 > 1
liminf(1+ —)" >
n n = k!



